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Abstrakt
Diplomová práce se zabývá modelováním kinematiky a dynamiky experimentálního
vozidla se všemi hnanými a natáčecími koly s následným návrhem systému jízdní
stability ABS/ASR pro řízení trakce. V práci je vytvořeno několik dynamických mo-
delů s jejich vzájemným porovnáním. Je zde proveden odhad důležitých parametrů
vozidla a následně na základě znalosti modelu vytvořen jednoduchý systém jízdní
stability ABS/ASR.
Abstract
The Master’s thesis deals with the simulations kinematics and dynamics of experi-
mental four-wheeled vehicle with all-wheel steering and all-wheel drive. Suggestion
of vehicle stability systems ABS/ASR for traction control is included. There are se-
veral dynamics models with their comparison. The estimation of important vehicle
parameters is implemented. Based on knowledge the simple vehicle stability system
ABS/ASR is created.
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systémy jízdní stability, CAR4
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Úvod
Elektronické řídící, bezpečnostní a komfortní systémy hrají v současné automo-
bilové technice nezastupitelnou roli. I ty nejlevnější automobily dnes obsahují desítky
senzorů a řídících jednotek, které zajišťují jejich bezpečný a ekologický provoz. V po-
sledních dvaceti letech došlo v oblasti systémů jízdní stability k zásadnímu vývoji.
Tyto systémy jsou koncipovány pro klasické automobily s hydralickou nebo pneuma-
tickou brzdovou soustavou. Systémy jízdní stability zajišťují bezpečnost jízdy tím,
že aktivně zasahují do řízení motoru a ovlivňují tak jeho výkon, a také tím, že řídí
tlak v brzdném válci nezávisle v každém kole.
Vývoj dnešních automobilů však směřuje k hybridním vozidlům a elektromobi-
lům. U těchto typů automobilů bude výhodnější použití koncepce brzdění pomocí
elektromotoru. Bude tak dosaženo plynulejší regulace brzdného výkonu a rekupe-
race energie. V automobilovém průmyslu se dnes také začíná opět pracovat na vývoji
vozidel, která mají nezávisle natáčecí všechna čtyři kola (4WS), což přináší velmi
pozitivní efekt na stabilitu vozidla ve vyšších rychlostech. Ve své diplomové práci
jsem se zabýval návrhem systému ABS/ASR pro vozidlo s nezávisle poháněnými
i natáčenými všemi čtyřmi koly. Podle mého názoru se bude vývoj reálných auto-
mobilů v následujících letech ubírat právě tímto směrem, tedy k elektromobilům se
všemi nezávisle poháněnými i natáčenými koly.
Další vývojový směr, který je v automobilovém průmyslu zřejmý, je koncept
řízení po drátě, konkrétně „Steer by wireÿ, případně „Brake by wireÿ nebo „Drive
by wireÿ. Asi nejzajímavější a v současnosti nejaktuálnější vědeckou a výzkumnou
činností vývojářů v automobilovém průmyslu je navržení systému ESP, který bude
aktivně zasahovat do řízení natáčení kol a kompenzovat tak špatné řídící zásahy
řidiče. Takto vyspělý systém spolupracuje se všemi podřazenými systémy vozu, od
řízení motoru přes navigaci, až po nastavení tuhosti podvozku přes průmyslovou
sběrnici CAN.
Pro testování navrženého systému ABS/ASR bylo použito experimentální vo-
zidlo CAR4. Na tomto vozidle je však možné také testování všech výše uvedených
systémů, a to díky tomu, že je vybaveno všemi poháněnými i natáčecími koly. Dále je




1 Formulace cílů práce
Tato práce popisuje moji účast na projektu CAR4. Celý projekt spadá pod
hlavičku laboratoře Mechlab1. Hlavním cílem projektu CAR4 je postavit malé ex-
perimentální vozidlo se všemi hnanými i natáčecími koly, které bude použito jako
nástroj pro výuku, ukázky a experimenty. Protože se jedná o komplexní týmový
projekt, uvedu zde cíle projektu, cíle mé diplomové práce a charakteristiku práce
kolegů v týmu.
1.1 Cíle projektu CAR4
• Návrh mechanické konstrukce experimentálního vozidla zahrnující hnací mo-
tory a natáčecí mechanismus.
• Návrh elektroniky: H-můstky, řídící jednotky, senzorová jednotka,. . .
• Modelování kinematiky a dynamiky vozidla, odhad parametrů motorů, pneu-
matik.
• Návrh a vývoj řídících algoritmů: vývoj algoritmů řízení trakce ABS/ASR2,
ESP3, atd.
• Softwarová implementace na platformě dsPIC a MPC555.
1.1.1 Cíle diplomové práce
Jak je zřejmé z cílů projektu, jedná se o velmi komplexní a rozsáhlý úkol.
Hlavním cílem diplomové práce je vytvoření dynamických modelů experimentálního
vozidla CAR4 se všemi natáčecími i hnanými koly s následným návrhem systému
řízení trakce ABS/ASR.
Z hlavního cíle lze vyvodit následující cíle dílčí.
Prvním dílčím cílem práce, jak vyplývá ze zadání, je vypracování stručné lite-
rární rešerše v oblastech jak neholonomní, tak i holonomní kinematiky a dynamiky,
různých variant modelů pneumatik, odhadů parametrů a systémů jízdní stability
ABS/ASR/ESP.
Druhým dílčím cílem je vytvoření několika variant kinematických a dynamic-
kých modelů experimentálního vozidla CAR4 s implementací modelů pneumatik
1Mechatronická laboratoř na Fakultě strojního inženýrství Vysokého učení technického v Brně.
2Anti-lock brake systems/Anti-Slip Regulation
3Electronic Stability Program
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a zhodnocení jejich výhod, nevýhod a použitelnosti. Nesmí chybět ani následná va-
lidace s naměřenými výsledky.
Třetím dílčím cílem je provedení experimentů na reálném vozidle a odhad
důležitých parametrů vozidla. Mezi důležité parametry, které budeme odhadovat,
můžeme zařadit parametry DC motoru a parametry popisující koeficienty tření v mo-
delech pneumatik.
Čtvrtým dílčím cílem je navržení a simulační otestování vhodného systému
řízení trakce ASR/ABS, který bude aplikovatelný na experimentální vozidlo CAR4.
1.1.2 Stručná charakteristika práce kolegů v týmu
V této části jsou shrnuty hlavní cíle prací mých kolegů:
VEJLUPEK J.
VEJLUPEK, J. Vývoj elektroniky pro řízení trakce experimentálního vozidla.
Brno: Vysoké učení technické v Brně, Fakulta strojního inženýrství, 2010. Vedoucí
diplomové práce Ing. Robert Grepl, Ph.D.
Práce popisuje návrh, vývoj a realizaci palubní elektroniky pro řízení pohonů,
jejich výkonové buzení, elektroniku dálkového ovládání vozidla, implementaci zá-
kladního firmware pro řídicí jednotky a testování řídicí jednotky metodikou HIL.
LAMBERSKÝ V.
LAMBERSKÝ, V. Vývoj algoritmů pro odhad stavu experimentálního vozidla.
Brno: Vysoké učení technické v Brně, Fakulta strojního inženýrství, 2010. Vedoucí
diplomové práce Ing. Robert Grepl, Ph.D.
Vývoj jednoduchých algoritmů pro procesory dsPIC s využitím nástroje Matlab
Embeded Koder. Připojení karty PhyTec s procesorem MPC555 (s procesory dsPIC
komunikuje prostřednictvím eCAN rozhraní). Testování a ladění algoritmů imple-
mentovaných ve výpočetních jednotkách umístěných na experimentálním vozidle.
ŠIMURDA M.
ŠIMURDA, M. Návrh a realizace doplňkového sensorického systému pro expe-
rimentální vozidlo. Brno: Vysoké učení technické v Brně, Fakulta strojního inženýr-
ství, 2010. Vedoucí bakalářské práce Ing. Robert Grepl, Ph.D.
Práce se zabývá návrhem a realizací doplňkového senzorického systému pro
reálný projekt: „Experimentální čtyřkolové vozidloÿ. Jedná se o senzory polohy tlu-
mičů, teplotní senzory a kolizní senzory. Zároveň je navržen a vytvořen systém pro
18
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zabránění střetu vozidla s překážkou a systém pro zabránění přehřátí motorů. Oba
jsou pak implementovány do firmwaru řídící jednotky.
VADLEJCH F.
VADLEJCH, F. Konstrukce podvozku experimentálního vozidla se čtyřmi říze-
nými koly Brno: Vysoké učení technické v Brně, Fakulta strojního inženýrství, 2010.
Vedoucí bakalářské práce Ing. Robert Grepl, Ph.D.
Tato bakalářská práce zahrnuje návrh a výrobu podvozku experimentálního
vozidla se všemi čtyřmi hnanými a řízenými koly. Předpokládá se, že bude vozidlo
sloužit jako učební pomůcka nebo prototyp pro vývoj nového systému. Vozidlo je
schopné testovat systémy „X-by-wireÿ. Práce obsahuje několik konceptů návrhu
vozidla včetně technických detailů.
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2 Rešerše
V této kapitole je sepsána stručná literární rešerše v oblasti kinematiky,
dynamiky a systémů jízdní stability. Rešerše má formu názvu článku,
u kterého je uvedena jeho stručná charakteristika v heslech. Tato forma
je zvolena podle doporučení v oficiální literatuře [57] a hlavně z důvodu
přehlednosti a možnosti rychlé orientace v textu.
2.1 Kinematika
Neholonomní kinematika
Kinematics Model of Nonholonomic Wheeled Mobile Robots for Mobile Ma-
nipulation Tasks [26]
Článek se zabývá modelováním neholonomní kinematiky všesměrového robota.
• Je zde podrobně zpracovaná problematika neholonomních vazeb a jejich určo-
vání.
• Na příkladu je zde ukázána redukce neholonomního systému.
• V závěru se autor zmiňuje o návrhu kinematického řízení, to však předtím
v článku není nijak popisováno.
Autonomous mobile robots [27]
Jedná se o velmi komplexní prezentaci zabývající se kinematikou autonomních
mobilních robotů se všemi možnými variantami uspořádání kol.
• V prezentaci je diskutována poloha referenčního bodu a jeho vliv na dopřednou
kinematiku diferenciálně řízeného robota.
• Dále jsou popsány kinematické předpoklady a omezení podle typů kol.
• Rozebírány jsou také různé polohy okamžitého středu otáčení robotů.




The performance of independent wheels steering vehicle (4WS) applied Ac-
kermann geometry [28]
Článek poukazuje na modelování Ackermanova řízení pro 4WS vozidla.
• V článku je popsána geometrie Ackermanova řízení pro 2WS a 4WS vozidla.
• Dále jsou porovnány poloměry otáčení pro 2WS a 4WS vozidla s dalšími vlivy
na dynamiku vozidla.
• Článek obsahuje odvození polohy okamžitých středů otáčení (ICR) vozidla
z natočení imaginárních kol umístěných ve středu každé z náprav. Na základě
znalosti polohy ICR se vypočtou úhly natočení a rychlosti všech kol.
2.2 Dynamika
Neholonomní dynamika
Control for an Autonomous bicycle [29]
Tento článek se zabývá modelováním jízdního kola a jeho řízením.
• Článek popisuje zjednodušený model jízdního kola s tuhými pneumatikami,
kde není uvažován skluz ani smyk.
• Pomocí Lagrange jsou sestaveny pohybové rovnice s lineární závislostí třecího
koeficientu1 na skluzu.
• Dále je obsažen návrh regulátoru pro stabilizaci kola ve vodorovné poloze.
Exact linearization of nonholonomic system dynamics applied to control of
differentially driven soccer robot [30]
Článek se zabývá modelováním neholonomní dynamiky fotbalového robota, jeho
redukcí, zpětnovazební linearizací a návrhem polohového řízení.
• V článku je vysvětlen princip redukce neholonomních vazeb.
• Dále je podrobně popsána zpětnovazební linearizace neholonomních soustav.
• Je zde popsán návrh polohového řízení - sledování požadované trajektorie.





Feasibility study of yaw control by active 4-wheel drive [31]
Disertační práce Marca Ghelardoni se zabývá modelováním dynamiky vozidla
s ohledem na návrh systému ESP a jeho experimentálním ověřením.
• V první části se autor zabývá stručnou charakteristikou systému ESP a jeho
historickým vývojem.
• Dále je v práci obsaženo modelování dynamiky vozidla s ohledem na meziná-
pravový diferenciál Haldex.
• Práce obsahuje také modelovaní dynamiky pneumatiky - výpočet skluzu,
Kammova kružnice.
• Nejrozsáhlejší část se věnuje modelu a návrhu systému ESP.
Práce obsahuje řešení stabilizace vozidla přerozdělením momentů přiváděných
na kola. Tímto přerozdělením momentů je dosaženo změn typických vlastností vozi-
dla. Současná situace: přední hnaná kola - vozidlo nedotáčivé, zadní hnaná kola - vo-
zidlo přetáčivé. Autor se snaží tyto vlastnosti pomocí přerozdělení momentů zaměnit
a dosáhnout až extrémních vlastností: přední hnaná kola - vozidlo přetáčivé, zadní
hnaná kola - vozidlo nedotáčivé. Předpokládá, že tak dosáhne vyšší stability vozidla.
Z výsledků práce vyplývá, že se mu tento záměr poměrně daří.
Dynamika motorových vozidel [12]
Nejrozsáhlejší česká technická literatura věnovaná oboru motorových vozidel,
která obsahově pokrývá celé spektrum dnešních znalostí, využitelných pro všechny
studenty, odborníky a pracovníky v oboru motorových vozidel od uznávaného pro-
fesora Vlka.
• V knize je odvozen lineární rovinný a prostorový model.
• Podrobně jsou zde rozebrány různé druhy jízdních odporů - odpor vzduchu,
valení, vztlak, proudění vzduchu pod vozidlem, jízdy do kopce, atd.
• V literatuře je řešena vertikální dynamika vozidla, tzv. čtvrtinový model vozi-
dla s odpruženou hmotou. Řeší se vlastní frekvence a různé modely tlumení.
• Jsou popsány prakticky používané systémy natáčení všech čtyř kol (4WS), jak
v mechanické, tak v elektrohydraulické podobě.
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Automotive Control Systems for Engine, Driveline and Vehicle [22]
Velmi rozsáhlá kniha od světových odborníků v oblasti automobilového
průmyslu.
• Velmi rozsáhle je zde řešena problematika termodynamiky a modelování dieslo-
vých motorů.
• Dále je obsaženo modelování dynamiky pneumatiky a kompletní dynamika
vozidla.
• Jsou zde popsány systémy jízdní dynamiky ABS, Yaw control.
• V knize je popsán také odhad parametrů a stavů vozidla, konkrétně:
1. Odhad rychlosti vozidla.
2. Odhad stáčivé rychlosti.
3. Rekonstrukce trajektorie.
4. Identifikace parametrů vozidla - moment setrvačnosti, poloha těžiště.
5. Aproximace parametrů vozidla.
6. Pozorovatel skluzové odchylky.
Vehicle Dynamics - Lecture notes [23]
Jedná se o pracovní text budoucí učebnice dynamiky vozidel od profesora Rilla,
ve které jsou velmi podrobně popsány všechny důležité části modelování dynamiky
vozidel.
• Tento text obsahuje velmi podrobný popis modelování pneumatiky a expe-
rimenty na odhad jejích vlastností i s ukázkou zařízení, které je pro odhad
parametrů použito.
• Je zde popsáno modelování podélné, příčné a vertikální dynamiky, včetně určo-
vání stability vozidla. O stabilitě se rozhoduje na základě výpočtu vlastních
čísel soustavy, které je možné určovat pouze pro linearizovaný model.
• Text obsahuje řešení modelování optimálního tlumení s kontrolou vlastních
frekvencí.
• Autor se okrajově zmiňuje o mechatronických systémech ESP, Steer by wire,
a jejich přínosu pro jízdní bezpečnost.
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Four-wheel vehicle modeling toward on boar dynamics observer [32]
Článek se zabývá odvozením dynamického modelu podélné dynamiky vozidla.
Na základě dynamického modelu vozidla je navržen lineární stavový pozorovatel pro
odhad parametrů koeficientu povrchu, který pro odhad využívá odezvy dynamického
chování pneumatiky.
• Článek vysvětluje odvození podélné dynamiky vozidla pomocí Lagrangeova
formalismu.
• Je zde obsažen návrh stavového pozorovatele pro odhad neměřitelných veličin
(síly ve styku mezi vozovkou a kolem), využívající Fillipův princip řešení.
• Je zde provedena validace2 modelu s reálnými daty naměřenými na osobním
vozidle.
Jednostopý a dvoustopý model vozidla [33]
Jak již název napovídá, článek se zabývá modelováním jednostopého a dvousto-
pého vozidla se všemi natáčecími koly a shrnuje výhody, které tato koncepce oproti
klasické koncepci vozidel přináší.
• Článek poukazuje především na zvýšení stability vozidel se 4 natáčecími koly.
• Zabývá se lineárním rovinným a prostorovým modelem dynamiky osobního
vozidla se čtyřmi natáčecími koly a vzájemně je porovnává.
• Rovnice jsou sestavovány podle [12] a síly v kontaktu pneumatika-vozovka jsou
modelovány lineární přímkovou závislostí - vozidlo se nedostane na hranici
stability.
Dynamics simulation on control technology for 4WS vehicle steering perfor-
mance [34]
Článek se zabývá lineárním modelem 4WS vozidla se dvěma DOF. Autor navr-
huje aplikovat na soustavu Kalmanův filtr a následně navrhnout stavový regulátor.
• V článku je popsán lineární model vozidla s lineárním modelem pneumatik.
• Je zde obsažen návrh stavového pozorovatele na základě Kalmanova filtru.
• Článek obsahuje návrh robustního stavového regulátoru řešením Riccatiho rov-
nice.
2Validace - Porovnání výsledků výpočetního modelu s měřením na reálné soustavě. 7




Yaw stability control of a steer-by-wire equipped vehicle via active front wheel
steering [35]
Jedná se o vynikající článek zabývající se návrhem algoritmu ESP s aktivním
natáčením předních kol pro vozidlo se systémem „Steer by wireÿ.
• Článek se jistě využije při dalším rozvíjení projektu „CAR4 ÿ.
• V první části autor navrhne lineární model jízdního kola (reprezentuje zjed-
nodušený model automobilu).
• Dále se autor snaží oddělit pohyb vozidla v příčném směru a dynamiku rotace
okolo svislé osy (yaw).
• V článku jsou řešeny problémy s rekonstrukcí stavu, které nejsou pozorova-
telné.
• Dynamika okolo svislé osy je aproximovaná polynomem druhého řádu a ná-
sledně na to je navržen regulátor.
• Pohyb v příčném směru je popsán přenosovou funkcí prvního řádu s následným
návrhem regulátoru.
• V článku bohužel chybí několik myšlenkových a maticových operací pro po-
chopení celého algoritmu.
Autor dosáhl sestavení stavového popisu se zabudovanými regulátory pro příčný
i pro rotační pohyb okolo svislé osy. Na základě získaných derivovaných stavů se
následně vypočte požadované natočení předních kol. V článku je řešen systém ESP
budoucí generace s možností zásahů do řízení. Tento systém je možné testovat i na
našem experimentálním vozidle. Jedná se o velmi zajímavé téma na diplomovou
nebo disertační práci, které má jistě velký vědecký a komerční potenciál.
2.3 Modely pneumatiky
Tyre and Vehicle Dynamics [20]
Kniha od autora nejpoužívanější rovnice pro popis dynamiky pneumatiky.
• Na základě mnoha měření byla odvozena semi-experimentální soustava rovnic
popisující dynamiku pneumatik.
• Kniha obsahuje popis určování koeficientů nalezených rovnic na základě na-
měřených charakteristických vlastností pneumatik.




• Jsou zde odvozeny rovnice pro různé typy skluzů pneumatiky (pouze podélný,
kombinovaný, . . . ).
• V závěru knihy jsou zařazeny zvláštnosti modelování dynamiky pneumatik pro
motocykly.
Dynamics friction models for road/tire longitudinal interaction [37]
Jedná se o velmi podrobný článek zabývající se modelováním vlastností pneu-
matik.
• Je zde vysvětlena dynamika pneumatiky a výpočet skluzu při brždění a akce-
leraci.
• Dále je zmíněn nejpoužívanější semi-empirický vzorec, který určuje závislost
třecího koeficientu na skluzu. Tento vzorec je známý jako Pacejka formula.
• V článku je také popsán Burckhardt model třecí síly.
• Dále je zde obsažen popis Lugreho dynamického modelu třecí síly.
• Článek obsahuje také popis Dahlova simulačního modelu třecí síly.
• Nechybí ani porovnání mezi všemi zmíněnými modely a jejich simulační a ex-
perimentální ověření.
• Článek by měl sloužit jako výchozí text pro tvorbu modelu pneumatiky a od-
had jejich parametrů.
A new simulation model for 4WS vehicles based on dynamic tire friction mo-
del [38]
Článek se zabývá modelováním dynamiky vozidla založeném na dynamickém
modelu koeficientu tření pneumatiky, tzv. LuGreho model.
• V článku je prezentována modulární architektura tvorby modelu. Samostatné
funkční celky jsou tvořeny na základě obdoby fyzikálního modelování.
• Model koeficientu tření je modifikovaný LuGreho dynamický model.





Estimation of vehicles sideslip angle four-wheel steering passenger cars [36]
Článek se zabývá tvorbou stavového modelu na odhad šesti stavů z dvou měře-
ných veličin.
• Nejdříve je popsán rovinný model 4WS vozidla s Pacejkovým modelem pneu-
matiky.
• Článek obsahuje vzorový příklad pro odhad yaw3 a roll4 odchylky, yaw a roll
rychlosti a polohy těžiště v osách x a y.
• Popis maticových operací pro úpravu nelineárního stavového modelu pro zís-
kávání odhadu stavů ze dvou měřených veličin však není dostatečně vysvětlen.
• Model vyžaduje časový krok Ts = 0.001.
2.5 Systémy jízdní stability
ABS - Protiblokovací systém
Sliding mode four wheel slip-ratio control of anti-lock braking systems [44]
Jedná se o teoretický článek o modelování podélné a příčné dynamiky vozidla
s Pacejkovým modelem pneumatiky SMC regulátorem bez experimentálního ověření.
• V článku je navržen klasický rovinný model 2WS vozidla, s přepočtem verti-
kálních sil Fz z podélného a příčného zrychlení karoserie.
• Je zde obsažen také velmi stručný popis SMC regulace.
• Regulátor dosahuje velmi rychlé odezvy, ovšem za cenu trvalé oscilace okolo
požadované hodnoty.
• Chybí zde důležitý údaj o vzorkovací frekvenci výpočtu. Z výsledných grafů
byla vzorkovací frekvence výpočtu odhadnuta na Ts = 0.1ms.
An improved self-adaptive algorithm of vehicle reference speeds for ABS [45]
Velmi zajímavý článek zabývající se adaptivním algoritmem pro výpočet refe-
renční rychlosti vozidla.
• V článku je popsáno pět základních metod pro výpočet referenční rychlosti
vozidla s výhodami a nevýhodami jednotlivých přístupů.
3Rotace okolo lokální osy vozidla z.
4Rotace okolo lokální osy vozidla x.
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• Složením různých přístupů k určování referenční rychlosti dochází k návrhu
adaptivního algoritmu, který přepíná výpočet mezi různými metodami.
• Dále je zde obsažen vývojový diagram adaptivního algoritmu ABS.
Design of a Semi-Physical simulation evaluation system for ABS [46]
V článku je řešen problém testování ABS metodou HIL. Simulační model vozidla
je založen na 1/4 modelu vozidla.
• Navržený simulační model je velmi jednoduchý. Podobný model je obsažen
v Demo v Matlab/Simulink.
• Koeficient tření je aproximován dvěma lineárními závislostmi.
• Algoritmus využívá tabulkové nastavování pěti parametrů pro různé druhy
povrchů, není zde ovšem dostatečně vysvětleno, jak se tyto hodnoty z tabulek
přepínají.
ASR - Systém regulace prokluzu hnaných kol
Analysis, Modeling and Neural Network traction control of an Electric vehicle
without Differential Gears [43]
Článek se zabývá modelováním elektrického vozidla s využitím neuronových sítí
jako dopředného aproximátoru skluzu.
• Článek popisuje zajímavou aplikaci neuronové sítě jako aproximátoru skluzu.
Díky znalosti hodnoty skluzu se zkvalitní akční zásah systému ASR.
• Autor zdůvodňuje užití neuronové sítě v systému ASR vysokou nelinearitou
soustavy, která musí být řešena komplexně. Na tuto soustavu je nejvhodnější
použít neuronovou síť. Použití neuronové sítě má i své nevýhody. Jednou z nich
je jejich nerobustnost a problémy s certifikací kódu pro aplikace kritické na
požadavek bezpečnosti a spolehlivosti.
Použití neuronové sítě jako aproximátoru je jistě zajímavé řešení. Je ale nutné
zajistit robustnost metody. Tento požadavek může zabránit nasazení těchto metod
v kritických systémech vozidel.
ESP - Elektronický stabilizační program
Vehicle stability control of electric vehicle with slip-ratio and cornering stiffness
estimation [39]
Článek se zabývá návrhem pozorovatele skluzu pomocí zpětnovazební lineari-
zace. Metoda dokáže pracovat i bez měření rychlosti vozidla.
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• Jedná se o složitý článek, přesto však velmi zajímavý a použitelný pro další
práci na systémech ESP.
• V článku je obsažen návrh systému DYC, který dokáže odhadovat vlastnosti
pneumatiky (lineární model pneumatiky).
• Porovnání modelu a reálných dat vykazuje až neskutečnou shodu.
Tento článek bych doporučil k podrobnému prostudování všem, kteří se budou
zabývat systémem ESP, nebo odhady stavu.
A new strategy for minimum usage of external yaw moment in vehicle dynamics
control system [40]
Článek je velmi pěkně napsaný a první verzi algoritmu bych doporučil vytvářet
právě podle tohoto autora.
• Jedná se o výborný článek zabývající se návrhem LQR regulátoru ESP.
• V článku je navržen model automobilu 8 DOF – reálná soustava.
• Dále je zde navržen referenční model 2 DOF – jedná se o stavový lineární model
s omezením přenášených sil na vozovku do platnosti fyzikálních zákonů.
• Na základě rozdílu mezi stáčivou rychlostí referenčního a reálného vozidla je
určena regulační odchylka, která je navržena jako kvadratická cenová funkce.
• Na základě výstupů z těchto dvou modelů vypočítá regulátor potřebný ko-
rekční moment a následné logické obvody přibrzďují kola.
Controller design for vehicle stability enhancement [41]
Článek se zabývá návrhem systému jízdní stability VDC z lineárního modelu
a jeho testováním na nelineárním modelu vozidla metodou HIL.
• V článku je odvozen nelineární model vozidla s 8 DOF, dynamika pneumatiky
je řešena pomocí Pacejkovy formule.
• Pro účely návrhu VDC je odvozen lineární stavový model s 2 DOF, na jehož
základě byl metodou LQR navržen regulátor.




Design of a VDC systems for all-wheel independent drive vehicles [42]
Článek se zabývá stabilizací vozidla pomocí kontroly trakční síly a stabilizačního
externího yaw momentu.
• Autor využívá fuzzy logiky v řídícím systému ESP
• Fuzzy pravidla jsou řízena podle hodnotící funkce. Koncepce této hodnotící
funkce tvoří stěžejní část práce. Uvedená hodnotící funkce je založena na mi-
nimalizaci součtu kvadratických odchylek.
• Velkou nevýhodou fuzzy řízení je fakt, že není robustní, protože fuzzy množiny
jsou založeny na vágních pojmech.
Takováto koncepce neprojde certifikačním procesem v automobilovém průmyslu, a to
z důvodu nemožnosti zaručení robustnosti tohoto řízení5.
2.6 Rekapitulace
Z provedené rešerše v oblasti modelování kinematiky a dynamiky kolových vo-
zidel a systémů jízdní stability ABS, ASR a ESP vyplývají tyto závěry. Modelování
podélné i příčné dynamiky vozidla je důležitá součást správného návrhu bezpečnost-
ních systému moderních vozidel. Samostatné systémy ABS a ASR mohou pracovat
bez znalostí modelu vozidla. Naproti tomu systém ESP, který výrazně rozšiřuje
možnosti všech podřazených systémů jízdní stability, se bez modelu již neobejde.
V následující kapitole se budeme zabývat modelováním kinematiky a dynamiky ex-
perimentálního vozidla s limitovanou výpočetní náročností 16 bitových procesorů
dsPic.




3 Modelování kinematiky vozidla
V této kapitole se budeme zabývat problematikou modelování neholo-
nomní a holonomní kinematiky vozidel. Je zde uveden příklad identifi-
kace neholonomního systému. Je zde provedena redukce neholonomního
modelu pseudobicyclu. Dále je zde odvozena kinematika 2WS a 4WS ex-
perimentálního vozidla.
3.1 Použití kinematických modelů
V rámci kinematiky se budeme zabývat pohybem popsaným trajektorií, rych-
lostí a zrychlením. Pokud chceme řídit pohyb na základě kinematiky, musíme zajistit
splnění následujících předpokladů:
• Pohyb vozidla je pomalý.
• Motory jsou dostatečně předimenzovány.
• Zanedbáváme dynamické a přechodové jevy.
• Kola se dokonale odvalují - nesmýkají se.
Pokud dojde ke splnění těchto podmínek, můžeme pro řízení využít kinematické
modely.
Nejčastější použití
Kinematické modely se běžně využívají k následujícím úlohám:
• Generování trajektorie vozidla.
• Výpočet natočení kol vozidla (Ackermannovo řízení).
• Výpočet rychlosti kol vozidla (softwarový diferenciál).
• Výpočet geometrických omezení soustavy.
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Výhody Nevýhody
3 Jednodušší a rychlejší model 7 Nepostihuje dynamické chování
vozidla
3 Nižší výpočetní nároky na hard-
ware
7 Neumožňuje modelovat síly pneu-
matiky
Tabulka 3.1: Výhody a nevýhody kinematického řízení robotu
3.2 Určení neholonomních vazeb
Abychom mohli mluvit o neholonomní kinematice, musíme na tomto místě nej-
prve vysvětlit pojem neholonomní vazby. Neholonomní vazby jsou omezení, která
jsou definovaná pro rychlosti. Tato omezení však není možné vyjádřit pro polohy.
Vzniká tedy otázka, jak jednoznačně dokázat, zda se jedná o neholonomní vazby.
Pro určení neholonomních vazeb můžeme použít následující přístupy:
• Integrace rovnic vyjadřujících omezení pohybu soustavy.
• Redukce počtu stupňů volnosti - holonomní vazby redukují celočíselný počet
DOF soustavy, neholonomní redukují po půlkách DOF soustavy.
• Záměna pořadí řídících zásahů a její vliv na koncový polohový stav soustavy.
Poslední přístup pro nás představuje nejjednodušší způsob zjištění, zda se jedná
o holonomní, či neholonomní vazbu. Pro vysvětlení využijeme příklad z [4]. Na
obrázku 3.1 je vidět rovinný manipulátor. Skládá se ze dvou ramen a dvou kloubů.
V každém kloubu je uložen motor. Nyní budeme otáčet nejdříve s jedním motorem,
a po jeho zastavení s druhým motorem.
Jako příklad neholonomního systému jsem zvolil automobil z obrázku 3.2.
Vstupy do tohoto systému budou dopředná rychlost a natočení přední nápravy.
Jak je vidět z obrázku 3.1, tak změna pořadí řídících příkazů nemá vliv na konco-
vou polohu manipulátoru. Toto je typická vlastnost holonomních systémů - omezení
jsou definována pro polohy (nederivované proměnné). Tato vlastnost vychází z Fro-
beniova teorému. Z obrázku 3.2 ovšem vidíme, že koncová poloha vozidla je různá
v závislosti na pořadí posloupnosti řídících příkazů. Toto je zase typická vlastnost
neholonomních systémů.
Typickými představiteli neholonomních soustav jsou kolová vozidla. Vozidlo sice
může v prostoru zaujmout jakoukoli polohu, ale jeho pohyb je omezen podle aktuální
konfigurace natočení kol.
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Obrázek 3.1: Rovinný manipulátor - holonomní systém [4]
3.3 Neholonomní kinematický model
Neholonomní kinematický model byl odvozen pro zjednodušený jednostopý mo-
del 4WS vozidla, tzv. pseudobicycle. Pseudobicycle reprezentuje poloviční model vo-
zidla, který lze následně jednoduše rozšířit na plný model vozidla. Na obrázku 3.3
je schéma s vyznačenými lokálními souřadnými systémy obou kol a okamžitým stře-
dem otáčení C. Pro řešení budeme předpokládat, že kola neprokluzují v podélném
ani bočním směru. Stav pseudobicyclu je jasně určen polohou a orientací bodu C
x, y, ϕ, natočením předního kola α, natočením zadního kola β a pootočením před-
ního hnaného kola ϑ. Soustava má tedy celkem 6 DOF.
Stavový vektor q definujeme takto:
q = [x, y, ϕ, ϑ, α, β]T (3.1)
Nyní budeme formulovat tři neholonomní podmínky, pro podélnou a příčnou
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Obrázek 3.2: Automobil - neholonomní systém [4]
rychlost předního kola a pro příčnou rychlost zadního kola:
y˙AL = 0 (3.2)
x˙AL = dotϑR (3.3)
y˙BL = 0 (3.4)
Rovnice 3.2 a 3.4 jinými slovy definují, že v těchto směrech je zamezen pohyb
soustavy. Rovnice 3.3 definuje, že může nastat pouze dokonalé valení.
Budeme uvažovat přední hnanou nápravu. Poloha bodu A v g.s.s. je:
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Obrázek 3.3: Značení veličin na pseudobicyklu
xA0 = xC0 + L cosϕ (3.5)
yA0 = yC0 + L sinϕ (3.6)
Následně provedeme derivaci podle času a získáme rychlosti v bodě A:
x˙A0 = x˙C0 − Lϕ˙ sinϕ (3.7)







Nyní můžeme definovat rotační transformační matici RA0L mezi l.s.s. kola a g.s.s.
RA0L =
[
cos(ϕ+ α) − sin(ϕ+ α)
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A po dosazení podmínky 3.2 a 3.3 a rovnice 3.9 do 3.11 získáváme první dvě neho-
lonomní podmínky w1,w2 ve tvaru:
w1 = cos(ϕ+ α)(x˙− L sin(ϕ)ϕ˙) + sin(ϕ+ α)(y˙ + L cos(ϕ)ϕ˙)− ϑ˙R (3.12)
w2 = − sin(ϕ+ α)(x˙− L sin(ϕ)ϕ˙) + cos(ϕ+ α)(y˙ + L cos(ϕ)ϕ˙) (3.13)
Stejný postup provedeme i pro bod B s využitím neholonomní podmínky ??
a s uvážením rychlostní vazby přes „rám vozidlaÿ ??.
A(q)q˙ = 0 (3.14)
A =
 cos(ϕ+ α) sin(ϕ+ α) L sin(α) −R 0 0− sin(ϕ+ α) cos(ϕ+ α) L cos(α) 0 0 0
− sin(ϕ+ β) cos(ϕ+ β) −L cos(β) 0 0 0
 (3.15)
V tomto okamžiku hledáme tři navzájem kolmé vektory splňující podmínku
danou rovnicí 3.16.
A(q)Si = 0 (3.16)
Jak je uvedeno v [3], hledáme takové vektory, které splňují předpokládanou
strukturu kinematického modelu, tj.:
q˙ = s1u1 + s2u2 + . . . sn−kun−k (3.17)
Pro řešení této soustavy rovnic můžeme využít program Maple, který pomocí funkce
LinearSolve nalezne složky vektoru S3.











































cos β sinα− sin β cosα
2L cos β
(3.21)
Význam vstupů je následující:
u1 = α˙ (3.22)
u2 = β˙ (3.23)
u3 = ϑ˙ (3.24)
Maticově zapíšeme
q˙ = S(q)u (3.25)
Uvedené rovnice popisují přímou úlohu kinematiky a jsou implementovány
v prostředí Matlab/Simulink. Na obrázku 3.4 je znázorněno implementační schéma.
Levá část obsahuje generátor požadovaných řídících signálů: rychlost natočení přední
a zadní nápravy a rychlost otáčení předního hnaného kola. Na pravé straně schématu
získáváme z modelu vektor stavových proměnných, které popisují stav soustavy. Na
obrázku 3.5 je zobrazena trajektorie jízdy vozidla pro bod C. Poloha a orientace
vozidla je vykreslena každých 0.1s.
3.4 Holonomní kinematika
U dvoustopých vozidel je nutné řešit kinematiku náprav. Jedná se o méně složitý
problém, který je většinou řešen mechanickými převody v řízení. V podstatě se při
jízdě do zatáčky musí natočit kola na levé straně vozidla o jiný úhel, než kola na pravé
straně vozidla. Pokud by se tak nestalo, kola by se neodvalovala ve správném směru
a docházelo by k jejich smýkání se všemi nežádoucími vlivy, jako jsou nadměrné
opotřebování pneumatik, zhoršená jízdní dynamika, zvýšené riziko smyku,. . .
To samozřejmě platí i pro rychlosti kol. Rychlost kola je dána okamžitým polo-
měrem zatáčení a rychlostí stáčení vozidla. To znamená, že každé kolo se odvaluje
jinou rychlostí. To je také jeden z důvodů, proč jsou vozidla vybavena diferenciálem.
3.4.1 Ackermannova kinematika - 2WS - Klasický automobil
Na základě zadaného natočení přední nápravy a dopředné rychlosti vozidla
určíme rychlosti všech kol. Tato úloha je jednodušší, protože se poloha okamžitého
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Obrázek 3.4: Neholonomní kinematický model -
Matlab/Simulink
středu otáčení (dále jen - ICR) pohybuje po přímce procházející osou zadní nápravy.
Naproti tomu pro 4WS vozidla se poloha ICR pohybuje v rovině. Z obrázku 3.6 je
zřejmé značení veličin.
Výpočet úhlů natočení kol
Na obrázku 3.6 je vidět pravoúhlý trojúhelník AMB, u kterého známe všechny
tři úhly a jednu stranu l. Dokážeme tedy pomocí goniometrických funkcí určit pře-
ponu R0 a odvěsnu R2 + w2 . Následně pomocí Pythagorovy věty určíme poloměry
zatáčení R1 a R3. Z trojúhelníku 12M už snadno určíme úhel δ1, obdobně i δ3. Poně-
vadž se jedná o kinematický model s pevnou zadní nápravou, natočení zadních kol
jsou nulová.
Výpočet rychlosti kol
Pokud vozidlo jede po zakřivené trajektorii a kola se nesmýkají, musí se každé
kolo odvalovat jinou rychlostí. Dráha kol je různá. Z obrázku 3.6 je vidět, že pro
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Obrázek 3.5: Trajektorie jízdy vozidla
každé natočení kol existuje jeden bod v rovině, okolo kterého se vozidlo otáčí (ICR -
M). Jak již bylo zmíněno, pro pevnou zadní nápravu leží tento bod na přímce
procházející zadní nápravou a jeho vzdálenost je dána úhlem natočení předních
kol. Kolmá vzdálenost mezi kolem a středem otáčení se nazývá poloměr otáčení
a označíme ho R. Pro jízdu v kruhu je poloměr R = konst, pro jízdu rovně R =∞.
Jak jsme již uvedli, existuje bod otáčení M . Jsme schopni určit rychlost otáčení
kolem tohoto bodu. Nyní můžeme z rychlosti otáčení a poloměrů otáčení jednotlivých
kol snadno určit jejich rychlost.
Implementační detaily
• Vstupní úhel δF bereme vždy kladný, a pokud je záporný, tak pouze zaměníme
výsledné úhly natočení a rychlosti takto 1 ⇐⇒ 3 a 2 ⇐⇒ 4.
• Poloměry otáčení jsou vždy kladné, výpočet pomocí Pythagorovy věty.
• Pozor na spojitost a definiční obor funkce tan.
• Nutnost ošetřit výpočet pro jízdu rovně, kde poloměry otáčení leží v ∞.
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Obrázek 3.6: Kinematika vozidla 2WS
3.4.2 Ackermannova kinematika - 4WS
Jak již bylo řečeno výše, kinematika 4WS vozidla je složitější. Na základě za-
daných vstupů natočení přední nápravy δF , natočení zadní nápravy δR a dopředné
rychlosti ve středu vozidla v určíme natočení všech čtyř kol a jejich rychlosti. Pro
konečný výpočet je potřeba nejdříve určit pomocné veličiny.
Pomocné veličiny
Z obrázku 3.7 je zřejmé, že pro výpočet hledaných veličin potřebujeme nejdříve
určit pomocné neznámé veličiny RR, R, a, R0, β a v, definované v rovnicích 3.26 -
3.31. Z trojúhelníku RFM jsme ze znalosti sinovy věty určili RR. Z pravoúhlého
trojúhelníku RSM jsme použili znalosti přepony a úhlu a snadno jsme tak určili
odvěsny R a a. Pro výpočet rychlostí ještě potřebujeme dvě pomocné veličiny. První
z nich je úhel β mezi zadanou rychlostí ve směru l.s.s vozidla a skutečným směrem
rychlosti, který je určen natočením rychlostí všech kol. Druhou pomocnou veličinou
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Obrázek 3.7: Kinematika vozidla 4WS
je poloměr otáčení ke středu vozidla R0, ve kterém definujeme požadovanou rychlost
vozidla.
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sin (δF − δR) (3.26)
R = cos (δR)RR (3.27)



























Poloměr zatáčení R1 určíme z pravoúhlého trojúhelníku MK1 pomocí Pythago-
rovy věty. Ve vzorci 3.32 vystupuje délka odvěsny a+ l. Znaménko + zde vystupuje,
protože pomocná veličina a ze vzorce 3.28 vyjde záporná. Analogická úvaha platí
i pro poloměry R2 – R4. Poloha bodu M může nabývat šesti možných umístění:
vlevo vpravo
před přední nápravou před přední nápravou
mezi nápravami mezi nápravami
za zadní nápravou za zadní nápravou
Tabulka 3.2: Poloha ICR ve vztahu k vozidlu
Pro všechny tyto možnosti umístění ICR rovnice 3.26 – 3.43 fungují správně.
Rovnice mají singulární stav pro hodnotu δF = δR, kde poloměry otáčení leží v ne-






























Výpočet úhlu natočení kola δ1 je odvozen z trojúhelníku MK1, kde je úhel


































Pro rychlosti kol již snadno určíme vztahy 3.40 – 3.43, kde se každé kolo po-


















Takto odvozený model jsme nejdříve simulovali v plovoucí čárce (double). Z dů-
vodu implementace algoritmu na 16-ti bitovém procesoru s celočíselnou aritmetikou
jsme model převedli pomocí nástroje Fixed Point Tool do 16-ti bitové celočíselné
aritmetiky. Tato poměrně časově náročná práce se velmi vyplatí několikanásobným
zrychlením výpočtu.
Implementační poznámky
• V současné době embedded matlab function nepodporuje nahrazení goniome-
trických funkcí (sin,cos,tan,) tabulkou.
• Nutnost implementovat celý model v Simulinku, kde je méně přehledný.
• Goniometrické funkce nahradit blokem Lookup Table s vhodnou aproximací
a přijatelným počtem aproximačních bodů - každý blok může být nastaven
jinak.
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• Použijeme nástroj Fixed-Point Advisor, který zjistí, jestli je možné model pře-
vést do celočíselné aritmetiky.
• Dále použijeme nástroj Fixed-Point Tool pro návrh datových typů celočíselné
aritmetiky.
Postupným laděním modelu se snažíme aproximovat model v celočíselné arit-
metice tak, aby co nejvíce odpovídal referenčnímu modelu v plovoucí čárce (double).
V našem případě se povedlo model aproximovat na 16-ti bitovém rozlišení. Pokud
by se tak ovšem nestalo, mohli bychom použít i 32 bitové rozlišení, a to i přesto, že
používáme 16-ti bitové procesory. Překladač si s tím poradí. Výsledná rychlost bude
jistě stále řádově větší než při implementaci modelu v plovoucí čárce (double).
3.5 Výpočet natočení serv z natočení kol
V předešlém textu jsme odvodili vztahy pro natočení všech kol na základě poža-
dované kinematiky vozidla. Protože natočení kol ovládáme servy přes kinematický
řetězec, musíme nyní z obrázku 3.8 odvodit transformační vztahy z požadovaného
natočení kola na řídící veličinu - střídu napětí pro servo.
Ze známých ramen řízení a požadovaného natočení kol se dá snadno dle rovnic
3.44 – 3.46 vypočítat neznámý úhel natočení serva α. Při odvození rovnic jsme vyšli
z pravoúhlého trojúhelníku ACK, ze kterého jsme určili odvěsny trojúhelníka ABS.
Následně jsme pomocí Pythagorovy věty určili přeponu h. Hledaný úhel α je určen
rovnicí 3.46. Z pravoúhlého trojúhelníku ABS jsme určili úhel γ a z trojúhelníku
ADS jsme pomocí kosinovy věty určili úhel ε.
h =
√
(d+ b− b cos δ)2 + (a+ b sin δ)2 (3.44)
γ = tan−1
(
a+ b sin δ









α = −γ + ε
Při finální implementaci na mikroprocesoru byl přepočet z natočení kol na na-
točení serv nahrazen tabulkou. Tato tabulka je výpočetně mnohem méně náročná
a při dostatečném množství bodů dokáže vhodně aproximovat nelinearitu, která se
v tomto typu převodu vyskytuje.
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Obrázek 3.8: Kinematický řetězec servo - kolo
3.6 Rekapitulace
V této kapitole byl odvozen neholonomní kinematický model vozidla a dále
holonomní model Ackermannovy kinematiky náprav pro 2WS i 4WS vozidlo. Je zde
odvozena kinematika řetězce kolo - servo. Krátce jsem se zmínil o použití Fixed
Point toolboxu pro převod modelu do celočíselné aritmetiky.
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4 Modelování dynamiky vozidla
V této kapitole se budeme podrobně zabývat modelováním dynamiky vo-
zidla. Jsou zde řešeny modely podle několika autorů a v různé úrovni
zjednodušení. Dále je také podrobně rozebrána problematika modelování
dynamiky pneumatiky a porovnání základních používaných modelů.
Jak jsme již nastínili situaci v kapitole 3, tak kolová vozidla spadají do skupiny
soustav s neholonomními vazbami. Probereme tedy nejdříve možnosti, jak s neho-
lonomními vazbami pracovat.
4.1 Jak modelovat dynamiku neholonomních soustav
Pro modelování neholonomních soustav existují dva hlavní přístupy:
1. Zavést do soustavy boční sílu FR, která zamezí pohybu ve směru osy rotace
kola.
2. Provést redukci odvozeného holonomního modelu na neholonomní.
První přístup tvorby modelu je uživatelsky výrazně snazší. Zavedením boční síly
FR však do modelu vnášíme velkou přídavnou tuhost, která způsobuje problémy při
řešení ODE - stiff-systém1.
Výhody / nevýhody
V tabulce 4.1 jsou shrnuty výhody a nevýhody jednotlivých přístupů.
4.2 Neholonomní dynamika
Pro jednoduchost budeme uvažovat jednostopý model vozidla s oběma řízenými
koly, tzv. pseudobicycle z kapitoly 3.3 na obrázku 3.3. Na obrázku 4.1 jsou zakresleny
síly působící mezi vozovkou a pneumatikami pro holonomní model pseudobicyclu.
Dále provedeme redukci na neholonomní model podle postupu zmíněném v [30],[47].
Pro jednoduchost předpokládáme, že se soustava skládá ze tří těles, která jsou spo-
jena dvěma rotačními vazbami. Soustava se pohybuje v rovině. Hmotnost obou kol
1Vlastní čísla matice A jsou řádově rozdílné. To způsobuje problémy pro řešiče ODE rovnic.
Musíme použít speciální řešiče pro stiff systémy např. ODE15s, které dokáží tyto rovnice vyřešit.
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Holonomní model Neholonomní model
3 Snadná tvorba modelu 3 Rychlý efektivní výpočet
3 Umožňuje řešit skluz a smyk 3 Dokonalé valení - pneumatika se
3 Umožňuje modelovat systémy nemodeluje
jízdní stability 3 Vhodné např. pro polohové řízení
7 Pomalejší řešení - stiff systém 7 Složitější - nutná redukce
7 Modelování dynamiky pneumatiky 7 Skluz a smyk nemůže nastat
Tabulka 4.1: Shrnutí výhod a nevýhod holonomního a neholo-
nomního modelu
je uvažována jako součást těla vozidla m. Obě kola kladou setrvačný odpor vůči
otáčení okolo svislé osy (zatáčení) a přední kolo klade odpor také k ose otáčení kola
(pohon).
4.2.1 Holonomní model
Při zpracovávání této kapitoly jsem čerpal především z interních materiálů labo-
ratoře [6], dále pak z [4], [47], [30]. Soustavu můžeme popsat pohybovými rovnicemi
pro přední hnané kolo.
Iϑϑ¨ = τϑ − FxR (4.1)
Zatáčení obou kol popíšeme v nejjednodušším případě se zanedbáním tlumení takto:
Iωα¨ = ταIωβ¨ = τβ (4.2)
Podle obrázku 4.1 sestavíme tři pohybové rovnice těla vozidla pro pohyb v rovině:
mx¨ = Fx cos (ϕ+ α)− FFy sin (ϕ+ α)− FRy sin (φ+ β) (4.3)
my¨ = Fx sin (ϕ+ α) + FFy cos (ϕ+ α) + FRy cos (φ+ β) (4.4)
Iφϕ¨ = FxL sin (α) + FFyL cos (α)− FRyL cos (β) (4.5)
Dále budeme postupovat podle [30] a převedeme holonomní model do maticového
tvaru:
Mq¨+Vq˙ = Bf −ATλ (4.6)




m 0 0 0 0 0
0 m 0 0 0 0
0 0 Iϕ 0 0 0
0 0 0 Iϑ 0 0
0 0 0 0 Iω 0








x¨ y¨ ϕ¨ ϑ¨ α¨ β¨
]T
(4.8)
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Matice neholonomních podmínek:
A =
 cos (ϕ+ α) sin (ϕ+ α) L sin (α) −R 0 0− sin (ϕ+ α) cos (ϕ+ α) L cos (α) 0 0 0








Matice A z rovnice 4.11 je totožná s maticí 3.15, která byla odvozena v kapi-
tole 3.3. Matice V, která reprezentuje viskózní tlumení ve všech osách, může být
v nejjednodušším případě nulová (zanedbáme viskózní tlumení) nebo diagonální.
4.2.2 Neholonomní model
Z popsaného holonomního modelu lze postupem uvedeným v [30] jednoduše
sestavit neholonomní model. V kapitole 3.3 jsme odvodili matici S, která definuje
neholonomní omezení soustavy. Nyní budeme definovat vektor rychlostí v s uvážením
vztahu:







Pokud zderivujeme rovnici 4.13 podle času, získáme
q¨ = S˙v + Sv˙ (4.15)
Po dosazení rovnice 4.15 do 4.6 a následné úpravě získáme
MS˙v +MSv˙ +VSv = Bf −ATλ (4.16)
Nyní musíme vyloučit výraz ATλ, který vyjadřuje síly ve styku s vozovkou.






v = STBf − STAT︸ ︷︷ ︸
STAT=0
λ (4.17)








v = STBf (4.18)
q˙ = Sv (4.19)
Uvedený postup je obecný a získané maticové rovnice 4.18 a 4.19 popisují obecný
redukovaný model vozidla. Pokud budeme znát matici S reprezentující neholonomní
omezení soustavy pro dvoustopý model vozidla s více stupni volnosti, pak pouze
rozšíříme stavový vektor q a příslušné matice v rovnici 4.18 a získáme neholonomní
model pro dvoustopý model vozidla, který již snadno můžeme řešit např. v Simu-
linku. Protože se nezabýváme problémem polohového/rychlostního řízení vozidla
(např. parkování, jízda v jízdních pruzích,), ale návrhem systému řízení trakce, opus-
tíme neholonomní modely a budeme se soustředit na holonomní modely s modely
pneumatik. Začneme používanými modely pneumatik.
4.3 Modely pneumatik
Modely pneumatik jsou velmi složitou a stále aktuální vědeckou činností celých
výzkumných týmů. Mezi největší výzkumné týmy patří univerzita v Delftu. Vlast-
nosti pneumatik budeme řešit jen ve velmi zjednodušené podobě, to znamená, že se
budeme zabývat vznikem obvodových (podélných) a bočních (příčných) sil. Vratné
momenty, vlivy odklonů kol a neustálené vlastnosti budeme pro jednoduchost zane-
dbávat, stejně tak neuvažujeme složité deformace pneumatik ani vliv huštění. I přes
tyto úvahy je problematika celkem složitá.
Podélné síly působící mezi pneumatikou a vozovkou jsou závislé na koeficientu
tření, který je nelineárně závislý na relativním skluzu pneumatiky. Boční síly jsou
závislé na směrové úchylce kola.
Zabýval jsem se implementací dvou nejpoužívanějších modelů pneumatik (Pa-
cejka formula, Burckhardt model), jednoho obecného modelu tření (LuGre), který
se objevuje např. článcích [48],[37].
Výpočet skluzu
Empirické vzorce pro výpočet tečné síly mezi vozovkou a pneumatikou jsou
závislé na relativním skluzu pneumatiky v podélném směru. Pro akceleraci vozidla
platí podmínka ωR > v, pak skluz λ je určen rovnicí 4.20. Pro brzdění vozidla
platí podmínka ωR < v, pak je skluz λ určen rovnicí 4.21. Kombinací rovnic
4.20 a 4.21 získáme vztah 4.22 pro výpočet skluzu v obou jízdních situacích, kde
ve jmenovateli je malá proměnná ε = 0.001s, která zabraňuje dělení nulou. Skluz
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max (|ωR|, |v|, ε) (4.22)
Výpočet směrové úchylky
Úhel směrové úchylky kola αp, z určíme dle obrázku 4.2. Rychlost poloosy vp je
určena vektorovým součtem rychlosti v těžišti vozidla v a rychlosti otáčení poloosy
ε˙ okolo těžiště. Potom je směrová úchylka přední a zadní nápravu určena vztahy
4.23 - 4.24.
Obrázek 4.2: Určení skluzové úchylky
αp = −α− lpv ε˙+ βp (4.23)
αz = −α + lzv ε˙+ βz (4.24)
Pacejka formula
Nejpoužívanější model dynamiky pneumatiky je založen na empiricky odvozené
rovnici 4.25
Fx = µ (λ)Fz
µ (λ) = D sin (C arctan (Bλ− E (Bλ− arctan (Bλ)))) (4.25)
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Význam parametrů je následující: B - faktor tuhosti pneumatiky, C - faktor tvaru
pneumatiky D - faktor koeficientu povrchu, E - faktor zakřivení charakteristiky,
důsledek vlivu menšího kinematického koeficientu tření než statického. Pro získání
koeficientu tření pro příčný pohyb, použijeme rovnici 4.25 a za proměnnou λ do-
plníme směrovou úchylku α. Koeficienty Pacejkovy křivky pro příčný pohyb jsou
obecně různé od koeficientu pro podélný pohyb.
Burckhardt model
Druhý, v literatuře nejčastěji zmiňovaný model pneumatiky, je popsán velmi
jednoduchou rovnicí
Fx = µ (λ)Fz
µ (λ) = c1
(
1− e(−c2λ))− c3λ (4.26)
kde koeficienty c1 - c3 charakterizují vlastnosti povrchu, které jsou shrnuty v tabulce
4.2. V literatuře [22] je model ještě rozšířen o další dva koeficienty, které dál model
zpřesňují. Pro naše požadavky vyjdeme z jeho základní podoby 4.26.
Povrch c1 c2 c3
hline Asfalt - suchý 1.2801 23.99 0.52
Asfalt - mokrý 0.857 33.822 0.347
Beton - suchý 1.1973 25.168 0.5373
Dlažební kostky - suchý 1.3731 6.4595 0.6691
Dlažební kostky - mokrý 0.4004 33.7080 0.1204
Sníh 0.1946 94.129 0.0646
Led 0.05 306.39 0
Tabulka 4.2: Koeficienty Burckhardtova modelu v závislosti
na povrchu [22]
Lugre model
Model odvozený z obecného LuGreho modelu tření popisuje závislost třecí síly
na rychlosti. Obvykle se používá v podobě, kde g(vr) definuje Stricbeckův efekt
g (vr) = µc + (µs + µc) e
“
−
q| vrvs |” (4.27)
z˙ = vr − σ0|λ|
g (vr)
z (4.28)
Fx = (σ0z + σ1z˙ + σ2vr)Fz (4.29)
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kde vr vyjadřuje relativní rychlost kola ke karoserii a je ekvivalentní se skluzem
definovaným u předešlých modelů. Ve vzorci 4.29 proměnná Fz definuje vertikální
zatížení pneumatiky. Pro správnou funkci modelu musíme odhadnout šest parame-
trů:
• µc normalizované Coulombovské tření,
• µs normalizované statické tření,
• vs Stribeckova relativní rychlost - definuje zvýšení třecí síly pro malé rychlosti,
• σ0 normalizovaná tuhost pneumatiky,
• σ1 normalizované tlumení pneumatiky,
• σ2 normalizované relativní viskózní tlumení.
Prezentovaný model se v praxi výrazně nerozšířil, jedním z důvodů je jeho vyšší
výpočetní náročnost a složitější odhad parametrů modelu.
Hyperbolický tangens
Při studiu různých přístup k modelování pneumatiky jsme zkoušeli také imple-
mentovat funkci tanh (λ), tato cesta se z počátku zdála jako velmi výhodná. Později
při snaze více zpřesnit model jsme došli do stavu, že jsme získali Pacejkovu formuli
zapsanou pomocí jiného zápisu.
µ (λ) = D (tanh (Bλ)− C tanh (Eλ)) (4.30)
Fx = µ(λ)Fz (4.31)
Porovnání modelů
Na obrázku 4.3 jsou vykresleny průběhy koeficientu tření podle výše uvedených
modelů. Protože se průběhy překrývají, jsou pro přehlednost vynásobeny měřítkem,
které je uvedeno v popisu na obrázku.
Rekapitulace
Všechny čtyři varianty modelování koeficientu tření pneumatiky dosahují velmi
podobných průběhů v závislosti na skluzu. Liší se od sebe parametry, které závislosti
popisují, a výpočetní náročností modelů. My se v další práci omezíme na v praxi




Obrázek 4.3: Porovnání různých modelů výpočtu koeficientu
tření
4.4 Holonomní model
Jak již bylo zmíněno v tabulce 4.1, tak pro modelování systémů jízdní stability
je nutný holonomní model s modelem pneumatiky. Budou zde předvedeny dva různé
přístupy k tvorbě modelu. Mezi oběma přístupy existuje jednoznačná transformace.
4.4.1 Modely dle Vlka
Na základě modelů klasických automobilů s přední hnanou nápravou zmíněných
v literatuře [12] byly vytvořeny tři různě složité modely vozidla se všemi řiditelnými
koly (4WS). Modely jsou založeny na směrové úchylce vektoru rychlosti od lokální
osy x vozidla. Tento způsob sestavení pohybových rovnic je nejčastěji zmiňován
v literatuře od profesora Vlka. V cizojazyčné literatuře se tento popis téměř nevy-
skytuje, proto zde budeme modely založené na směrové úchylce nazývat „modely
dle Vlkaÿ:
57
Kap. 4: Modelování dynamiky vozidla
1. Lineární prostorový model vozidla.
2. Nelineární rovinný model vozidla - jednostopý - Pacejka.
3. Nelineární rovinný model - dvoustopý - Pacejka.
Podle rovnic pro lineární prostorový model 2WS vozidla uvedených v [12] jsme
sestavili jednoduchý lineární prostorový model 4WS vozidla.
Lineární prostorový model vozidla - konstantní rychlost
Pro začátek jsem zvolil jeden z nejjednodušších dynamických modelů, a to line-
ární prostorový model. Tento model je ve variantě 2WS velmi dobře popsán v [12]
i s grafy, které zobrazují jeho chování. Slouží tedy především ke studování vlivu,
který přináší rozšíření rovnic na variantu 4WS vozidla.
Model nám umožňuje vyšetřovat pohyb karoserie ve směrech x a y a rotace
okolo os z - yaw a x - roll. Rychlost vozidla se přivádí na vstup modelu a zadává
se v l.s.s vozidla. Tímto způsobem se vyhneme modelování dynamiky pneumatiky.
Tento model je vhodný pro případy, kdy se vozidlo nesmýká a neztrácí dokonalý
kontakt s vozovkou. Dále je vhodný pro řešení dynamiky rovinného pohybu, např.
dynamika řízení, řízení na požadovanou polohu. . . Pro další rozvoj a dosažení cílů
práce uvedených v kapitole 1.1.1, konkrétně návrhu systémů řízení trakce, musíme
model rozšířit o modely pneumatik. Rovnice lineárního modelu jsou přiloženy v pří-
loze A.1. Zde se omezíme pouze na vykreslení souboru grafů 4.5, které vyjadřují
odezvy modelu na řízení a schéma modelu 4.4.
V grafech na obrázku 4.5 jsou uvedeny všechny důležité průběhy proměnných,
které mají podstatný vliv na chování dynamiky vozidla.
Nelineární rovinný jednostopý model vozidla - Pacejka
Pro vyšetřování dynamiky vozidel je důležité zvolit vhodný matematický model.
Jelikož budeme vyšetřovat rovinný pohyb po vozovce, zvolili jsme rovinný model.
Z toho plynou jisté předpoklady a omezení:
• těžiště vozidla leží v rovině vozovky,
• karoserie se nenaklání vlivem odstředivých sil,
• vliv na radiální reakce kol nebudeme uvažovat.
Na obrázku 4.6 je zobrazena karoserie vozidla s těžištěm T a rychlostí v, která
svírá s lokální osou x vozidla úhel směrové úchylky α. Úhel stáčení karoserie ε okolo
osy z má stejný směr, jako směrová úchylka α. Pro zjednodušení jsme zanedbali
vliv bočního větru, vztlaku a terénu (jízda do kopce), což je v případě laboratorního
modelu možné. Pro jednoduchost byly přesunuty všechny valivé odpory na kolech
a jízdní odpory do těžiště karoserie a působí zde jako jedna odporová síla Ov.
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Obrázek 4.4: Implementovaný lineární prostorový model v Si-
mulinku
Rovnováha sil ve směru osy x - podélný pohyb Pro rovnováhu sil v podélném
směru z obrázku 4.6 snadno sestavíme pohybovou rovnici 4.32
v˙ =
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Obrázek 4.5: Odezvy lineárního prostorového modelu
Rovnováha sil ve směru osy y - boční pohyb Pro rovnováhu sil v bočním
směru odvodíme rovnici 4.33
α˙ = −ε+ mv˙ sin(α) + Sp cos(βp) +Hp sin(βp) + Sz cos(βz) +Hz sin(βz)
mv cos(α)
(4.33)
Tato rovnice je výpočetně velmi nestabilní a má sklon k divergaci řešení. Vy-
světlení příčin divergace však přesahuje rozsah práce, a proto se zde zmíníme jen
o experimentálně ověřeném řešení. Rychlost směrové úchylky musí ležet v rozsahu
−0.2 ≤ α˙ ≤ 0.2 [rad], toho dosáhneme zařazením bloku saturace. Ten zamezí diver-
genci řešení mimo tuto oblast a soustava rovnic se poté chová numericky stabilně.
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Obrázek 4.6: Nelineární rovinný model vozidla
Rovnováha momentů k ose z - stáčivý pohyb Pro rovnováhu momentů k ose
z odvodíme rovnici 4.34
ε¨ =
Splp cos(βp) +Hplp sin(βp)− Szlz cos(βz) +Hzlz sin(βz)
Jz
(4.34)
Rovnováha momentů k lokální ose y kol - rotační pohyb Pro rovnováhu
momentů k lokální ose y kola odvodíme rovnici 4.35
ϕ¨ =
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Výpočet skluzu a směrové úchylky Pro výpočet skluzu a směrové úchylky
jsou použity vzorce z kapitoly 4.3. Pro skluz je použit vzorec 4.22 a pro směrovou
úchylku 4.23 a 4.24.
Rozdělení hmotnosti - vertikální síly Pro rozdělení hmotnosti mezi kola je
použit pouze přepočet na základě polohy těžiště. Vliv odstředivých sil na radiální














Použití tohoto modelu je vhodné na řešení rovinného pohybu vozidla, které
je řízeno momentem přiváděným na kola. Model umožňuje navrhovat systémy
ABS/ASR. Nevýhodou tohoto modelu je, že nepřepočítává vertikální zatížení kol
a že do modelu nelze implementovat Kammovu kružnici. Obě uvedené nevýhody
mají významný vliv na stykové síly Fx, Fy.
Nelineární rovinný model vozidla - dvoustopý - Pacejka
Nelineární prostorový model je rozšířením předchozího modelu na dvoustopý
model vozidla s přepočtem vertikálních sil působících na kola. Model stále neuvažuje
vertikální pohyb karoserie v ose z a rotace okolo os x -roll a y - pitch. Tyto pohyby
jsou velmi malé a můžeme je zanedbat, protože poloha těžiště vozidla leží velmi nízko
nad vozovkou. Rovnice pro tento model jsou sepsány v příloze A.2 a zde rozebereme
pouze implementační detaily.
Použití a výhody modelu Tento model je velmi vhodný na testování algoritmů
řízení trakce (ASR, ABS), každé kolo je poháněno nezávisle a je umožněn jeho skluz.
Stykové vlastnosti mezi kolem a vozovkou jsou přesněji modelovány díky přepočtu
vertikálních sil působících na kolech. Přepočet pracuje s polohou těžiště a změnou
zatížení vlivem podélného a příčného zrychlení.
Upravené dynamické rovnice odvozené dle [12] jsou pro parametry CAR4 ne-
stabilní. Dynamické rovnice A.27 a A.28 jsou spolu svázány algebraickou smyčkou.
Tu je nutné pro řešení v Simulinku rozpojit. Já jsem zvolil rozpojení rovnice A.28
pomocí bloku memory. Dále bylo nutné definovat nenulové počáteční podmínky,
a to pro rychlost v = 0.000001m/s a rychlosti kol ϕ˙i = 0.01rad/s, kde i = 1..4
reprezentuje označení kol. Počáteční podmínka pro rychlost v je volena nenulová
z numerických důvodů, přesto je řádově menší než počáteční rychlost kol. Je tak
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Obrázek 4.7: Implementovaný nelineární rovinný jednostopý
model v Simulinku
volena, aby bylo v počátečních iteracích výpočtu dosaženo správného směru skluzu
pneumatiky.
Rovnice pro výpočet rychlosti změny směrové úchylky velmi často diverguje do
nesmyslných hodnot. Vozidlo má maximální natočení kol±20◦. Z tohoto omezení zís-
káváme maximální relevantní hodnoty směrové úchylky v rozsahu ±20◦ = ±0.34rad.
I pro tuto hodnotu se model nechová správně a byla tedy experimentálně určena hod-
nota saturace α = ±0.15rad. Další omezení je umístěno na rychlost změny směrové
úchylky, kde byla hodnota z důvodu vyšší stability omezena na α˙ = ±0.34rad/s.
Do modelu nelze implementovat Kammovu kružnici2, která omezuje maximální
hodnoty kombinovaného skluzu a zvyšuje tak přesnost výpočtu dynamiky pneuma-
tiky. Model numericky zkolabuje, i přes velkou snahu se mi nepodařilo zjistit důvod.
2Kamm circle - definuje, že vektorový součet skluzu v podélném a příčném směru σ? může
nabývat hodnot −1 ≤ σ? ≤ 1. To má za následek, že kolo, které v podélném směru prokluzuje,
ztrácí boční vedení ve zvolené stopě. To má za následek, že vozidla s prokluzujícími koly nedrží
zvolenou stopu a stávají se neřiditelnými.
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Obrázek 4.8: Odezvy nelineárního rovinného jednostopého
modelu vozidla na řízení
Důležitá poznámka:
Model je vybaven blokem STOP, který simulaci zastaví, pokud je po 3. sekundě
simulace rychlost v < 0.05m/s.
Shrnutí modelů dle Vlka
Linearizované modely dle Vlka lze směle doporučit pro stavový popis, např.
pro návrh Kalmanova filtru, nebo pro stavový regulátor. Modely jsou numericky
velmi výkonné, stabilní a poskytují uspokojivou přesnost, nejsou již ale vhodné pro
simulovaný model chování reálného vozidla. Pokud ovšem chceme řešit problém ří-
zení trakce, s lineárním modelem si nevystačíme. Při použití nelineárních modelů




3 Numerické řešení je rychlejší 7 Velmi vysoká citlivost na parame-
try soustavy
3 Není nutné řešit filtrování vypoč-
tených hodnot
7 Problémy s divergencí nelineárních
rovnic
3 Směrová úchylka řešena jako sta-
vová rovnice, odstranění funkce
arctan ve výpočtu dle modelu Niel-
sen 4.4.2
7 Do modelu nelze implementovat
Kammovu kružnici Model se nu-
mericky zhroutí
Tabulka 4.3: Tabulka výhod a nevýhod modelů dle Vlka
Obrázek 4.9: Implementovaný nelineární rovinný dvoustopý
model v Simulinku
mericky stabilizovat. Ovšem pro vozidla 4WS je nelinearita rovnic větší a zvládnout
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Obrázek 4.10: Odezvy nelineárního rovinný dvoustopý modelu
na řízení
numerickou stabilitu řešení je řádově složitější problém3. V tabulce 4.3 jsou uvedeny
výhody a nevýhody modelů dle Vlka.
Vhodnost modelů pro odhad parametrů
Protože nemůžeme měřit směrovou úchylku rychlosti ani rychlost, která mění
svůj směr, přímo senzorem, není tento model přímo vhodný pro měření a odhad
parametrů. Můžeme sice naměřená data přepočítat, ale už se zde můžeme dopouštět
chyb. Proto je pro odhad parametrů modelu vhodnější model z kapitoly 4.4.2.
3Jedná se spíše o alchymii se zvolením vhodných počátečních podmínek, saturací, časových
kroků a řešičů ODE
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4.4.2 Model dle Nielsena
Kvůli nevýhodám zmíněným v tabulce 4.3 jsme se rozhodli implementovat mo-
del podle přístupu uváděném v [22].Jedná se o rovinný dvoustopý model vozidla s 11
stupni volnosti a přepočtem vertikálních zatížení kol. Konkrétní stupně volnosti jsou
posuv v osách x a y, rotace okolo osy z, čtyřikrát nezávislé natáčení všech kol a čty-
řikrát nezávislé pohánění všech kol, celkem tedy 11 DOF. Rotace okolo os x a y
a posuv v ose z zanedbáváme, protože poloha těžiště leží nízko nad vozovkou a pro-
tože jsou vlivem tuhého odpružení vertikální posuvy kol malé. Musíme ovšem řešit
vertikální síly působící ve styku kola s vozovkou, protože ty se při zrychlování a při
průjezdu zatáčkou mění, a mají velký vliv na řešení tečných sil mezi pneumatikou
a vozovkou.
Hlavní rozdíl od modelu z podkapitoly 4.4.1 je, že všechny veličiny se zde určují
ve čtyřech vzájemně posunutých a natočených kartézských souřadných systémech:
G - globální pevně spojený se zemí, L - lokální pevně spojený s těžištěm vozidla,
A - pevně spojený s poloosou nápravy každého kola, W - pevně spojený s kolem
vozidla. Hlavní přínos tohoto postupu je, že se zbavíme diferenciálních rovnic pro
výpočet směrové úchylky, které způsobovaly problémy s řešením.
Na obrázku 4.11 je vidět značení g.s.s pevně spojeného se zemí, l.s.s. vozidla,








kde ψ je úhel mezi g.s.s a l.s.s v těžišti. Matice je definována pro převod z l.s.s
vozidla do g.s.s světa. Pokud chceme převod z g.s.s do l.s.s, provedeme jednoduchou
transpozici matice RLG, kde platí RGL = RLG
T , takže pořadí indexů je následující.












Odvodili jsme rotační transformační matice a nyní ještě musíme určit vztah
rychlosti mezi těžištěm a jednotlivými nápravami. Protože se jedná o složený, po-
suvný a rotační pohyb, sestavíme rovnice pro každou nápravu samostatně
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max (|ϕ˙iR|, |vwxi|, ) (4.46)
kde ϕi je rychlost otáčení kola, vwxi je složka rychlosti karoserie ve směru natočení













+ δi když u ≥ 0
(4.47)
kde u je definované v rovnici 4.39 jako podélná lokální rychlost vozidla.
Kamm circle Pro co nejvěrnější popis chování dynamiky pneumatiky je důležité







Pro vektorový součet dle rovnice 4.49 musí platit σ? ≤ 1. Pokud je σ?1, pak je nutné
přistoupit k jejich úpravě. Máme dvě varianty možnosti řešení
1. Normování hodnot dle vzorce 4.50,
2. řešení podle schématu na obrázku 4.13, který upravuje velikost λ a α podle
reálného chování pneumatiky, tedy pokud pneumatika v podélném směru pro-



























Kap. 4: Modelování dynamiky vozidla
Obrázek 4.12: Kammova kružnice
V literatuře [31],[23],[22] jsou pro jednoduchost velmi často zmiňovány různé
varianty rovnic, založené na podobném normativním způsobu. My jsme po několika
experimentech zvolili druhé řešení. Vyjdeme ze schématu na obrázku 4.13.
První podmínka řeší, zda budeme muset normovat veličiny λ a α podle pomocné
veličiny σ?, která určuje koncový bod skluzu pneumatiky na Kammově kružnici.
Pokud je σ? ≤ 1, hodnoty jsou ve správném rozsahu a celý cyklus opouštíme. My
se budeme dále zabývat opačným případem.
Druhá podmínka řeší, zdá je skluz způsoben pouze podélnou složkou skluzu,
či nikoli. Je zde implementována z toho důvodu, že při hodnotě skluzu |λ| ≤ 1 má
pneumatika ztrácet boční vedení.
Třetí podmínka pak následně řeší, zda se jedná o skluz v režimu brzdění nebo ak-
celerace. Podmínka čtyři zajišťuje, aby znaménko upravené velikosti směrové úchylky
α bylo totožné se znaménkem původní směrové úchylky.
Celá část algoritmu je založena na představě, že podélná složka skluzu je pri-
mární, a na příčnou složku připadá maximálně hodnota do vektorového součtu jedna.
Jednoduše řečeno, pokud kolo prokluzuje, ztrácí boční vedení, a to se plně ztotožňuje
s pozorovanou realitou.
Takto získané hodnoty skluzu λ a směrové úchylky α je nutno pro stabilitu







(xi − xfi )Ts (4.51)
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Obrázek 4.13: Vývojový diagram výpočtu skluzu
kde τ = 0.2 je časová konstanta filtru, Ts je krok simulace, x
f
i a i je hodnota z minu-
lého a aktuálního časového kroku výpočtu. Nyní budeme řešit výpočet koeficientu
tření dle Pacejkovy formule. Více na straně 54.
µi = Dx sin (Cx arctan (Bxλi − Ex (Bxλi − arctan (Bxλi)))) (4.52)
ℵi = Dy sin (Cy arctan (Byαi − Ey (Byαi − arctan (Byαi)))) (4.53)
kde µi, ℵi jsou hodnoty koeficientu tření v podélném směru a příčném směru. Pro
výpočet tečných sil dle rovnice 4.60 - 4.61 je nutné určit velikost vertikálních sil
působících ve styku kola s vozovkou. Dle obrázku 4.14 a 4.15 lze odvodit přepočet
vertikálních sil na základě znalosti zrychlení v osách x a y.
axch = −ax (4.54)
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Obrázek 4.14: Určení vertikálních reakcí sil na pneumatikách
- boční pohled
Obrázek 4.15: Určení vertikálních reakcí sil na pneumatikách
- čelní pohled
Pro numerickou stabilitu výpočtu je vhodné vertikální síly filtrovat filtrem podle
rovnice 4.51. Nyní už máme všechny veličiny pro určení tečné síly mezi pneumatikou
a vozovkou Fwxi a Fwyi.
Fwxi = ηiµiNi (4.60)
Fwyi = ηiℵiNi (4.61)
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kde ηi reprezentuje koeficient povrchu, µi, ℵi koeficient tření v podélném a příčném
směru, Ni vertikální zatížení pneumatik. Získané síly nyní transformujeme do l.s.s
náprav a následně do g.s.s4 světa, ve kterém sestavíme pohybové rovnice k těžišti
vozidla.





































+ FGy1lp − FGy2lz + FGy3lp − FGy4lz − bψψ˙
)
(4.66)










4Transformace do g.s.s světa je nutná. Newtonovy pohybové zákony jsou definovány pro po-
hyb v inerciální vztažné soustavě. Pokud se vozidlo pohybuje jinak než rovnoměrně přímočarým
pohybem k v povrchu Země, pak s.s vozidla je neinerciální vztažná soustava. Aby tedy platily
Newtonovy pohybové zákony, musíme transformovat všechny síly do g.s.s a zde určovat zrychlení,
rychlosti a polohu, které následně transformujeme zpět do příslušných l.s.s. na vozidle.
73
Kap. 4: Modelování dynamiky vozidla
74
5 Experimenty
V této kapitole jsou popisovány odhady parametrů vozidla od nej-jed-
no-duš-šínejjednodušší úlohy, a to určení parametrů DC motoru, přes
parametry pneumatiky až po validaci momentu setrvačnosti okolo osy z.
Na konci kapitoly jsou uvedeny grafy, které ukazují shodu modelu s na-
měřenými daty na experimentálním vozidle CAR4.
5.1 Odhad parametrů motoru
Abychom mohli realizovat jak model vozidla, tak i jeho správné řízení, potře-
bujeme znát parametry DC motoru. Model motoru se dá popsat soustavou dvou
















cΦi − bϕω − FxRk −Msgn(ω)
)
(5.2)
kde význam jednotlivých veličin je shrnut v tabulce 5.1
Veličina Název Jednotka
cΦ momentová konstanta motoru [NmA−1]
bϕ koeficient viskozního tlumení [Nmrads−1]
R odpor motoru [Ω]
Rk poloměr kola [m]
Ce zpětná elektromagnetická konstanta [V srad−1]
L indukčnost motoru [H]
Jk redukovaný moment setrvačnosti na hřídel motoru [kgm2s−2]
Tabulka 5.1: Seznam veličin DC motoru
Pro odhad parametrů jsme naměřili tři sady dat. Odezvu na rampu napětí, na
skok napětí a na náhodný signál napětí. Při zaznamenávání měření jsme si ukládali
vstupní data (střída napětí) a výstupní odezvy motoru (proud statorovým vinutím
a natočení kotvy motoru). Z natočení jsme spočítali úhlovou rychlost a tyto sady
dat jsme použili pro odhad parametrů. Nastavené počáteční podmínky a rozsahy
hledaných veličin jsou uvedeny v tabulce 5.2. Po 39 iteracích se parametry ustálily
na hodnotách uvedených taktéž v tabulce 5.2. Z obrázku 5.1 je jasně pozorovatelné,
že se model s naměřenými veličinami dostatečně přesně shoduje.
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Veličina Odhad. hodnota Poč. hodnota Min Max Jednotka
R 1.6 1.8 0.4 2 [Ω]
L 0.013258 0.0028 0 1 [H]
Jk 0.15082 10−3 0.128 0.001 1 [kgm2s−2]
cΦ 0.078127 0.3 0 2 [NmA−1]
bϕ 1.0575 10−6 1 0 1 [Nmrads−1]
Ce 0.03 0.3 0 2 [V srad−1]
M 1.9615 10−5 0.1 0 1 [Nm]
Tabulka 5.2: Nalezené parametry DC motoru
Obrázek 5.1: Odezvy simulovaných a měřených veličin DC mo-
toru na různé vstupní signály
5.2 Odhad parametrů Pacejkovy křivky
5.2.1 Konfigurace testu a očekávaný přínos
Pro určení parametrů pneumatik je potřeba provést měření na vozidle. Z důvodu
neexistence speciálního měřícího zařízení budeme pracovat pouze s modelem vozidla
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a senzory, které máme k dispozici:
• 4x encoder - polohový snímač umístěný na motorech,
• 4x LEM - měření proudu vinutím motoru (momentu - Mi = cΦi),
• ADIS - 3-osý akcelerometr a 3-osý gyroskop.
Pomocí provedených experimentů budeme odhadovat koeficienty Pacejkovy formule
pro popis vlastností pneumatik v podélném a příčném směru. Dále pak budeme
ověřovat moment setrvačnosti vozidla okolo svislé osy z. Jeho počáteční odhad je
získán z virtuálního modelu vozidla v programu SolidWorks.
Při plánování experimentů jsme předpokládali tato zjednodušení:
• vozidlo jede rovně, určuji podélný skluz λ a následně podélnou sílu Fx,
• z naměřených dat z encoderu dokáži určit zrychlení kola,
• předpokládám, že nepoháněná kola mají nulový skluz λ = 0.
Celkem bylo naplánováno 5 různých konfigurací experimentů pro získání dostatečné
množiny dat a pro správný odhad parametrů modelu.
1. Experiment - měřím - 4x Encoder + 4x LEM - poháněná přední náprava.
2. Experiment - měřím - 4x Encoder + 4x LEM - poháněná zadní náprava.
3. Experiment - měřím - 4x Encoder + 4x LEM + ADIS - poháněná přední
náprava.
4. Experiment - měřím - 4x Encoder + 4x LEM + ADIS - 4WD.
5. Experiment - měřím - 4x Encoder + 4x LEM + ADIS - poháněná přední
náprava, zadní náprava natáčecí.
Všechny tyto experimenty byly provedeny. Při následném zpracování dat se
ukázalo, že experimenty 1, 2 a 4 nepřinášejí nová relevantní data a dále se tedy
budeme zabývat jen daty z experimentů 3 a 5. Dále bylo zjištěno, že požadavek
na jízdu vozidla rovně je zbytečně přísný a z důvodu malého prostoru prakticky
nerealizovatelný. Nyní popíšeme matematické úvahy zpracování dat z měření.
Data z měření Při měření jsme ukládali vstupní data (řízení vozidla - joystick)
a výstupní data ze senzorů (telemetrie) do souboru, kde měla data strukturu uve-
denou v tabulce 5.3:
77
Kap. 5: Experimenty
Joystick - vstup Telemetrie - senzory
δF Natočení přední nápravy E1 Encoder - 1.kolo
δR Natočení zadní nápravy E3 Encoder - 3.kolo
F Střída napětí přední nápravy E2 Encoder - 2.kolo
− Tlačítka E4 Encoder - 4.kolo
I1 LEM - 1.kolo
I3 LEM - 3.kolo
I2 LEM - 2.kolo
I4 LEM - 4.kolo
Ax ADIS - zrychlení v ose X
Ay ADIS - zrychlení v ose Y
Az ADIS - zrychlení v ose Z
Gx ADIS - úhlová rychlost okolo osy X
Gy ADIS - úhlová rychlost okolo osy Y
Gz ADIS - úhlová rychlost okolo osy Z
− čítač - kontrola dat po přenosu
Tabulka 5.3: Tabulka měřených veličin při experimentech
5.2.2 Odhad Fx
Pro určení stykové síly Fx vyjdeme z pohybové rovnice kola 5.3
Jkϕ¨ = cΦi − FxRk (5.3)
kde Jk je redukovaný moment setrvačnosti kola na hřídel motoru, ϕ¨ zrychlení kola,
cΦ elektromechanická konstanta DC motoru, i proud statorovým vinutím, Fx - tečná
síla mezi vozovkou a kolem, Rk poloměr kola. Z naměřených dat přední nápravy
můžeme určit rychlost, zrychlení a moment na hnaných kolech, a tedy dopočítat sílu
Fx podle rovnice 5.17. Získání rychlosti z polohového snímače (encoderu) není velký
problém, ovšem zrychlení už přináší nutnost velké filtrace a do výsledků zanáší ne-
zanedbatelnou chybu. Bohužel na vozidle nemáme k dispozici snímače zrychlení kol





Ze zadní nápravy určíme referenční rychlost vozidla, předpokládáme totiž, že když
kola nejsou hnaná bude na nich nulový (minimální) skluz. Ze znalosti referenční
rychlosti a rychlosti kol spočítáme skluz λ. Nyní na základě změřené síly Fx a skluzu
λ určíme parametry Pacejkovy formule, která dává do závislosti skluz λ se silou Fx.
Tento proces provedeme pomocí nástroje Simulink Parameter Estimation. Pacejkova
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max (|ϕ˙R|, |x˙|, ) (5.5)
µx = D sin (C arctan (Bλ− E (Bλ− arctan (Bλ)))) (5.6)
Na obrázku 5.2 je zobrazen průběh dopočítané síly Fx z měření a síly určené na
základě naestimované Pacejkovy formule. Na obrázku 5.3 je ukázán průběh závislosti
síly Fx na skluzy λ.
Obrázek 5.2: Experimentální průběhy podélné síly Fx v čase
na předních hnaných kolech
Upravená pohybová rovnice vozidla do tvaru 5.7 a naměřená data z ADISu lze
výborně použít k ověření přesnosti vypočítaných sil Fx. Z obrázku 5.4 je zřejmé, že
při výpočtu sil jsme se nedopustili výrazné chyby. Zrychlení kola se nám povedlo
získat s dostatečnou přesností.
x¨ =




V předcházející kapitole jsme dosáhli prvního cíle, a to určení koeficientů Pa-
cejkovy formule pro podélnou dynamiku pneumatiky s následnou verifikací výsledků
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Obrázek 5.3: Koeficient tření v závislosti na skluzu - Pacejka
formula - odhadovaný parametry
Směr B C D E
x 7.7574 1.8 1 0.85
y 0.05 1.8 1 0.97
Tabulka 5.4: Tabulka odhadnutých koeficientů pneumatiky
pomocí rovnice 5.7. Nyní se pokusíme z experimentu 5, získat také koeficienty Pa-
cejkovy formule pro příčnou dynamiku pneumatik. Lokální síly Fy udržující kola
ve zvolené jízdní stopě jsou závislé na směrové úchylce α [◦] určené pro každé kolo
samostatně takto:
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Obrázek 5.4: Porovnání změřeného a vypočteného zrychlení
ve směru X

















































Nyní se budeme snažit najít koeficienty Pacejkovy křivky pro sílu Fy, které po
dosazení splňují rovnice:
µyi = D sin (C arctan (Bαi − E (Bαi − arctan (Bαi)))) (5.13)







kde i = 1..4 reprezentuje číslo kola, na kterém působí.
Po provedeném odhadu parametrů získáváme hodnoty koeficientů, uvedených
v tabulce 5.4.
Obrázek 5.5: Porovnání změřeného a vypočteného zrychlení
ve směru Y
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5.2.4 Validace momentu setrvačnosti
Z virtuálního modelu vozidla v programu SolidWorks byl zjištěn moment se-
trvačnosti k hlavní ose Z v těžišti vozidla. Jeho hodnota je Jz = 0.50243 kgm2.
Do rovnice 5.16 dosadíme dříve vypočtené síly Fxi, Fyi, rozměry vozidla a moment
setrvačnosti Jz ze SolidWorksu. Na obrázku 5.6 je vidět, že hodnota momentu setr-
vačnosti ze SolidWorks odpovídá dostatečně přesně změřené realitě.
ε =






Obrázek 5.6: Porovnání změřeného a vypočteného úhlové




Aby mělo modelování mechatronických soustav praktický přínos, musí model
reprezentovat reálné chování experimentálního vozidla. Validace modelu byla prove-
dena a na následujících grafech ukázána shoda modelu s experimentem. Pro validaci
byly zvoleny veličiny, které můžeme měřit, případně mají výrazný vliv na chování
vozidla. Vykreslené grafy zaznamenávají pouze malý časový okamžik 7 s. Je to způ-
sobeno tím, že získaná data byla měřena na vozidle, které bylo řízeno po drátě, a za
7 s měření jsme vyčerpali jak délku kabelu, tak i prostor pro testování.
5.3.1 Rychlost vozidla
Z obrázku 5.7 je zřejmá velmi dobrá shoda modelu s experimentem. Rychlost
vozidla je počítaná jako minimální rychlost ze všech rychlostí kol a slouží pro výpočet
skluzu. Tento graf jsem zde zvolil hlavně z důvodů jeho velkého vlivu na výpočet
skluzu a následně podélné síly Fx, která velmi ovlivňuje celé chování vozidla.





Je vidět, že rychlost předních hnaných kol (1,3) se v modelu i při experimentu
plně neshoduje. To je způsobeno proměnným koeficientem povrchu mezi vozovkou
a kolem, a dále nerovnostmi na povrchu (jízda po dlažbě). Další vliv, který není
zanedbatelný, je přesnost nalezených parametrů Pacejkovy formule. Pacejkova křivka
je formulována pro klasické hladké automobilové pneumatiky, naproti tomu naše
pneumatiky obsahují gumové špunty, které jsou velmi měkké a ohebné a poloha
špuntů ovlivňuje koeficienty pneumatiky.
Obrázek 5.8: Porovnání rychlosti kol z modelu a z experimen-
tálního vozidla CAR4
5.3.3 Skluz kol
Z obrázku 5.9 je vidět velmi dobrá shoda experimentu s modelem. Pro zadní
nehnaná kola (2,4) jsou data z počátku simulace velmi rozkmitaná. To je způsobeno
výpočtem podle vzorce 4.67, který při malých rychlostech společně se silnou nelinea-
ritou Pacejkovy formule způsobí přetahování zátěže s motorem. Podrobnou analýzu
jevu ukážeme na příkladu.
Algoritmus je následující: na svorky motoru přivedeme napětí, které způsobí,
že se motor roztočí. Rychlost kola vstoupí do výpočtu skluzu, rychlost vozidla je
nulová a skluz je tedy roven jedné. Ze skluzu vypočteme sílu Fx, která působí na
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motoru jako zátěž. Z pohybové rovnice 5.7 pro podélný pohyb získáme zrychlení
vozidla a po integraci rychlost vozidla. Velmi velká skoková změna zátěže působící
na motor od síly Fx na ramenu R způsobí zastavení motoru. Rychlost kola je malá.
Do výpočtu skluzu vstupují rychlost vozidla a rychlost kola. Vlivem velkého nárůstu
síly Fx je rychlost vozidla větší, než rychlost kola, tedy skluz má opačné znaménko.
To opět ovlivní výpočet síly Fx a celý cyklus se opakuje až do rozjetí vozidla, kde
oscilace postupně ustanou.
Obrázek 5.9: Porovnání skluzu kol v modelu a na experimen-
tálním vozidle CAR4
5.3.4 Podélná hnací síla působící na kolech
Na obrázku 5.10 je vidět červená křivka vypočtená pomocí modelu v PC





V této rovnici známe moment setrvačnosti Jk, konstantu magnetického toku cΦ
i poloměr kola R. Proměnnou ϕ¨ získáme velmi složitě pomocí filtrování a dvojí
numerické derivace z encoderů, proud i změříme pomocí LEMu. Nepřímo naměřené
hodnoty Fx jsou velmi ovlivněny šumem proudu. Přesto charakter křivek změřených
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a modelovaných spolu koresponduje a jejich rozdíly se dají přisuzovat proměnnému
koeficientu povrchu, který nebyl při měřeních zabezpečen. Na obrázku 5.10 jsou
vykresleny pouze síly působící na hnaných kolech přední nápravy. Na nehnané zadní
nápravě jsou vypočtené síly velmi malé a ztrácejí se v šumu.
Obrázek 5.10: Porovnání podélné síly Fx v modelu a na expe-
rimentálním vozidle CAR4
5.3.5 Zrychlení v podélném směru X
Na obrázku 5.11 v čase 0 - 1 s je vidět kmitání zrychlení, které je způsobeno
stejným důvodem, který je popsán v odstavci 5.3.3. Hodnoty změřeného zrychlení
kopírují hodnoty simulované a lze tedy prohlásit, že model odpovídá reálnému cho-
vání vozidla.
5.3.6 Zrychlení v příčném směru Y
Příčné zrychlení vozidla je velmi důležité pro příčnou stabilitu vozidla. Z ob-
rázku 5.12 je zřejmé, že hodnoty zrychlení jsou si blízké. Protože naměřené hodnoty
zrychlení byly velmi zašumělé, jsou vlivem filtrace ořezány špičky bočního zrychlení.
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Obrázek 5.11: Porovnání podélného zrychlení v lokální ose
vozidla X v modelu a na experimentálním vozidle CAR4
5.3.7 Rekapitulace
Z grafů 5.7 - 5.12 je jasné, že vytvořený model se uspokojivě shoduje s cho-
váním experimentálního vozidla CAR4. Toho bylo dosaženo pomocí podrobnějšího
modelování skluzu a následně stykové síly pneumatiky, která má na chování vozidla
největší význam. Při modelování byly zanedbávány relativně nedůležité rotace okolo
os x a y a posuvy v ose z. Důležité parametry vozidla byly odhadovány z měření
pomocí nástroje Simulink Parameters Estimation.
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5.3: Validace modelu
Obrázek 5.12: Porovnání příčného zrychlení v lokální ose vo-




6 Systémy jízdní stability
V této kapitole uvedeme postupy tvorby dvou systémů jízdní stability ABS
a ASR a jejich implementaci. Navržený algoritmus je nejjednodušší mož-
nou variantou systému ABS/ASR a je zde podrobně popsán.
6.1 Přístupy k tvorbě ABS /ASR
Při studiu následují problematiky jsem narazil na dva hlavní přístupy k tvorbě
ABS. První pochází od společnosti BOSCH, která systém vyvinula a je jeho hlav-
ním dodavatelem pro automobilový průmysl. Druhý způsob se objevuje literatuře
zaměřené na simulace, např. v [19].
6.1.1 Systém BOSCH
Systém společnosti BOSCH, včetně jeho funkce, je podrobně rozepsána v [12].
Systém je velmi jednoduchý a je založen na měření natočení kol (pomocí encoderů)
a následném zpracování signálu (zjištění rychlosti a zrychlení kol, rychlosti vozidla
a skluzové rychlosti kola). Na základě těchto veličin je řízeno spínání ventilu, který
reguluje brzdný tlak na každém kole nezávisle. Tento algoritmus jsem sice vytvořil,
ale prakticky se nedal použít. Je velkým problém získat ze senzoru polohy kvalitní
hodnoty zrychlení. Dvojí numerická derivace si vyžádá velmi velké filtrování, které
nám získaná data prakticky znehodnotí. Společnost BOSCH toto řeší pomocí velmi
složité konstrukce speciálních rychlých logických obvodů. Podrobná dokumentace
k této části systému bohužel není běžně dostupná.
6.1.2 Regulace na požadovaný skluz pomocí PID
Z důvodů zmíněných v odstavci 6.1.1 jsme zvolili implementaci ABS/ASR s ří-
zením na požadovaný skluz. Tento systém je velmi jednoduchý a požaduje znalost
vlastností pneumatiky a referenční rychlosti vozidla. V kapitole 5 na obrázku 5.3 je
vidět, že maximální síly je dosahováno pro λ = 0.2. To je tedy hodnota, na kterou
budeme řídit skluz v případě aktivace systému ABS/ASR.
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6.2 Realizovaný algoritmus ASR/ABS
6.2.1 Výpočet referenční rychlosti
Pro správnou funkci systému je určení referenční rychlosti vozidla velmi




lostí kol a rychlostí vozidla, kde R je poloměr kola, vv referenční rychlost vozidla,
vk1 rychlost levého předního kola a vk4 rychlost pravého zadního kola. V případě, že
se jednotlivá kola blokují nebo prokluzují, vztah již neplatí. Vytvořený algoritmus
určuje referenční rychlost vozidla k těžišti a následně ke každému kolu ze znalosti
kinematiky vozidla.
Z encoderů umístěných na motorech získáme relativní natočení rotoru a ná-
sledně po numerické derivaci rychlost otáčení rotoru motoru, po zahrnutí převo-
dového poměru 14 : 1 dostaneme rychlost otáčení kol. Nyní ze znalostí natočení
kol okolo osy z (zatáčení), rozměrů vozidla a rychlostí otáčení kol transformujeme
jednotlivé rychlosti do geometrického středu vozidla. Pokud se kola neblokují a ani
neprohrabují, pak by se měly všechny rychlosti ve středu vozidla shodovat. V pří-
padě, že tomu tak není, a rychlosti ve středu vozidla jsou různé, nastane jedna
z následujících možností:
• Povel zrychlení řidiče je ≥ 0, pak se vybere nejmenší rychlost za referenční
rychlost vozidla, ta se následně přepočte zpět na jednotlivá kola, kde slouží
pro výpočet skluzu pneumatiky.
• Povel zrychlení řidiče je < 0, pak se vybere největší rychlost za referenční
rychlost vozidla, ta se následně přepočte zpět na jednotlivá kola, kde slouží
pro výpočet skluzu pneumatiky.
Tento postup nám umožňuje určit referenční rychlosti pro jednotlivá kola jak
pro systém ABS, tak i pro ASR za předpokladu, že alespoň jedno kolo neproklu-
zuje/neprohrabuje. Přepočet naměřených rychlostí do středu vozidla je zde z důvodu
správného určení nejmenší / největší rychlosti. Rychlosti jednotlivých kol jsou velmi
ovlivněny natočením přední a zadní nápravy, případně možností připojení a využití
dat z inerciální jednotky na středu vozidla (ADIS).
6.2.2 Výpočet skluzu




Na základě vypočteného skluzu a dalších veličin se zapínají / vypínají akční zásahy
systémů ABS / ASR.
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6.2.3 Podmínky sepnutí/vypnutí ABS / ASR
Systémy ABS/ASR musí být vyřaditelné z provozu z několika důvodů:
• ukázka funkce ABS/ASR,
• porucha systému.
Byl vytvořen řídící subsystém, který na základě splnění podmínek uvedených v ta-
bulce 6.1 zapne/vypne omezení akčního zásahu.
Status Povel Rychlost skluz ABS on ASR on Poznámky
ABS zap. 0 0.5 -0.2 1 7 -
ABS vyp. 0 0.5 −0.2 1 7 když není splněno
ASR zap. 0 3.5 0.2 7 1 -
ASR vyp. 0 3.5 0.2 7 1 když není splněno
Tabulka 6.1: Podmínky zapnutí/vypnutí systémů ABS/ASR
Ze schématu na obrázku 6.1 je patrné, že akční zásah systému ABS / ASR se
přičítá k požadovanému proudu zadávanému řidičem pomocí joysticku. Akční zá-
sah je vygenerován pomocí PID regulátoru, do kterého vstupuje regulační odchylka
skluzu. Pokud není systém aktivní, akční zásah je nulový a nemá tedy vliv na řízení
vozidla.
Obrázek 6.1: Schéma zapojení systému ABS / ASR do řízení
Tyto podmínky jsou stanoveny na základě následujících požadavků vytvořených
pro správnou funkci systému ABS / ASR.
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ABS ASR
Rychlost pro malou rychlost vypnout pro velkou rychlost vypnout
Skluz po překročení sepnout po překročení sepnout
Režim brzdění akcelerace
Status ON/OFF ON/OFF
Tabulka 6.2: Definované požadavky na systém ABS / ASR
6.2.4 Parametry PID regulátoru
Pro naladění PID regulátoru nebyly použity žádné metody, založené na zna-
losti lineárního modelu. Snažil jsem se použít inženýrskou metodu Ziegler-Nichols
pro určení parametrů regulátoru, ovšem takto nalezené parametry vyhovovaly poža-
dovanému chování soustavy pouze pro funkci ASR, pro funkci ABS naprosto nevy-
hovovaly. Soustavu jsem tedy naladil metodou „Pokus - omylÿ a následně jsem pro
zpřesnění použil nalezených hodnot jako počátečních podmínek pro Simulink Res-
ponse optimalization toolbox. Nalezené hodnoty jsou uvedeny v tabulce. 6.3
Složka Ziegler-Nichols Pokus - omyl Resp. opt. tool.
Kp 2.5 1.2 1.6
Ki 17 20 51.6
Kd 8.75 10−2 4 10−4 9.259 10−5
Tabulka 6.3: Parametry diskrétního PID regulátoru
pro Ts = 0.001
Nalezené parametry regulátoru odpovídají pro řízení na požadovaný skluz 0.2.
Této hodnotě odpovídá vrchol koeficientu tření Pacejkovy formule zjištěný při od-
hadu parametrů v kapitole 5.2. Regulátor je velmi citlivý na změnu požadovaného
skluzu. Při změně řízení na jiný požadovaný skluz je nutné regulátor přeladit. V zá-
vislosti na koeficientu povrchu se mění doba a překmit přechodového děje. Regulátor
byl naladěn na co nejrychlejší odezvu pro ABS i ASR soustavu s rozsahem koefi-
cientu povrchu 0.2 - 1, pro hodnotu požadovaného skluzu 0.2. Dále uvedené grafy
jsou pro diskrétní PID regulátor s časovým krokem Ts = 0.001, pro implementaci
na vozidle byly naladěny i parametry PID regulátoru s časovým krokem Ts = 0.01
a Ts = 0.005, které jsou uvedeny v tabulce 6.4. Přechodový děj pro regulátor
s časovým krokem Ts = 0.01 vykazuje delší přechodový děj. To se dá očekávat,
protože regulátor provádí akční zásahy na soustavu desetkrát pomaleji.
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Složka Resp. opt. tool. Ts = 0.01 Resp. opt. tool. Ts = 0.005
Kp 1.2 1.6
Ki 10 12.32
Kd 9.259 10−5 9.259 10−5
Tabulka 6.4: Parametry diskrétního PID regulátoru
pro Ts = 0.001
Výhody a nevýhody
Na dnešních motorových vozidlech se systémy ABS/ASR s řízením pomocí PID
regulátoru nevyskytují. Hlavním důvodem jsou velké časové konstanty elektrohyd-
raulické případně elektropneumatické brzdové soustavy a přesnost a rychlost polo-
hového řízení ventilů. Proto se využívá SMC regulace pro plně otevřený/zavřený
regulační ventil. Protože my využíváme pro brzdění elektromotory, které mají velmi
malou časovou konstantu (řádově milisekundy), můžeme využít plynulou regulaci
brzdného momentu, a tím dosáhnout nejkratší brzdné dráhy se zachováním řiditel-
nosti vozidla.
6.3 Grafy
Rychlosti kol s/bez ABS/ASR na různém povrchu
Na obrázku 6.2 vidíme, že vozidlo s ASR i bez něj dosáhne maximální rychlosti
za stejnou dobu. Avšak vozidlo s ASR je stále řiditelné, neztrácí boční vedení pne-
umatik a jízda je tedy bezpečnější. Pro oblast brzdění vidíme, že čas do zastavení
vozidla s ABS je jen o 0.2 s delší než pro vozidlo bez ABS, ale vozidlo s ABS je
stále řiditelné. Na obrázku 6.3 vidíme stejný průběh rychlosti kol na povrchu s ko-
eficientem 0.45 (reprezentuje písek). Rozjezd vozidla je opět řízený a po dosažení
maximální rychlosti je prudce zabrzděno. Vidíme, že vozidlo zastaví s ABS i bez
ABS za stejnou dobu. Přechodový děj řízení na požadovaný skluz vykazuje větší
překmit. Ten je způsoben kompromisním naladěním regulátoru pro rozsah koefici-
entů povrchu 〈0.2; 1〉.
Skluz kol s/bez ABS/ASR na různém povrchu
Na obrázku 6.4 je vidět zřetelný rozdíl skluzu kola bez a se systém ABS/ASR.
Kolo bez zapnutého systému ABS/ASR při rozjíždění prohrabuje a při brzdění se
zablokuje a ztrácí boční vedení. Naproti tomu se systémem ABS/ASR se skluz kola
reguluje na požadovanou hodnotu skluzu 0.2, při kterém je největší koeficient tření
pneumatiky. Tím se dosahuje plynulého brzdění se zachováním bočního vedení pne-
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Obrázek 6.2: Rychlost předního hnaného a zadního nehnaného
kola s/bez ASR/ABS na povrchu s koeficientem povrchu 1
Obrázek 6.3: Rychlost předního hnaného a zadního nehnaného
kola s/bez ASR/ABS na povrchu s koeficientem 0.45
umatiky ve zvolené stopě. Na obrázku 6.5 vidíme stejnou jízdní situaci na povrchu
s koeficientem 0.45 (písek).
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Obrázek 6.4: Skluz předního hnaného a zadního nehnaného
kola s/bez ASR/ABS na povrchu s koeficientem 1
Obrázek 6.5: Skluz předního hnaného a zadního nehnaného
kola s/bez ASR/ABS na povrchu s koeficientem 0.45
Rychlost vozidla s/bez ABS/ASR na různém povrchu
Na obrázku 6.6 vidíme, že rychlost vozidla je jak se zapnutým, tak i vypnutým
systémem ABS/ASR stejná. Rozdíly jsou vidět jen pro různé koeficienty povrchu,
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a to je v pořádku. Tento graf tedy dokazuje, že systémy výrazně neprodlužují brzd-
nou dráhu a ani nezhoršují akceleraci vozidla.
Obrázek 6.6: Rychlost těžiště vozidla s/bez ASR/ABS na po-
vrchu s koeficientem 1/0.45
Akční zásahy ABS/ASR pro regulátor proudu na různém povrchu
Na obrázku 6.7 je vidět snížení požadovaného proudu pro regulátor proudu při
aktivaci systému ASR/ABS. Toto omezení zajistí, že moment motoru působící na
kola nezpůsobí zvětšení skluzu pneumatiky, a tím zaručí, že jsou dosaženy nejlepší
podmínky pro přenos sil na vozovku.
Rekapitulace
Jak je vidět z prezentovaných výsledků, tak navržené systémy jízdní stability
fungují a plní svojí správnou funkci rychlého rozjezdu bez prokluzu kol (ASR) a brz-
dění bez zablokování kol (ABS). Tyto výsledky jsou zřetelné pozorovatelné při po-
drobném rozboru simulaci na počítači, případně z naměřených dat na vozidle. Při
ověření na experimentálním vozidle CAR4 jsou pouhým okem tyto výsledky těžko




Obrázek 6.7: Akční zásahy ASR/ABS pro regulátor proudu
pro koeficienty povrchu 1/0.45
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7 Závěr
Základním cílem diplomové práce bylo vytvoření dynamických modelů experi-
mentálního vozidla CAR4 se všemi nátáčecími i hnanými koly s následným návrhem
systému řízení trakce ABS/ASR.
Diplomová práce je rozdělena do několika částí. V první části byly shromážděny
poznatky z provedené literární rešerše. Zaměřil jsem se především na oblast neho-
lonomní a holonomní dynamiky, používaných modelů pneumatiky a systémů jízdní
stability.
Další část práce je zaměřena na modelování neholonomní a holonomní kine-
matiky. Je zde uvedeno rozpoznání neholonomních vazeb a následná redukce holo-
nomního modelu pseudobicyclu na neholonomní. U holonomní kinematiky je roz-
pracována Ackermanova geometrie náprav pro 2WS i 4WS vozidla. Dále je v této
části rozebrán kinematický řetězec natočení kola - natočení serva, který je důležitý
pro řízení vozidla.
Poté již následuje kapitola, která se věnuje modelování neholonomní a holo-
nomní dynamiky experimentálního vozidla. Tuto kapitolu jsem rozdělil na několik
podkapitol. První podkapitola se věnuje modelování neholonomní dynamiky pseu-
dobicyklu. Je zde odvozen univerzální redukovaný model, který lze snadno rozšířit
na rovinný dvoustopý dopravní prostředek. Další podkapitola je věnována modelům
pneumatik, kde jsou shrnuty dva nejpoužívanější modely - Pacejka formule a Burck-
hardt model. Ve třetí podkapitole jsou popsány tři modifikované modely, které byly
vytvořeny podle literatury od profesora Vlka. U všech tří modelů je uvedena jejich
specifikace, možnosti jejich užití a také výhody a nevýhody. Ve čtvrté podkapi-
tole je popsán model, který byl vytvořen podle Nielsena. Tento model je následně
použit pro návrh systému jízdní stability ABS/ASR. Poslední pátá podkapitola je
věnována validaci modelu podle Nielsena s reálným měřením na experimentálním
vozidle CAR4.
V další kapitole se věnuji experimentům pro odhad parametrů vozidla. Byly
provedeny odhady modelu DC motoru, kde jsme potřebovali znát parametry pro
elektrickou i mechanickou část DC motoru. Dále bylo nutné znát parametry Pacej-
kovy formule pro model pneumatiky. Část této kapitoly se věnuje také experimen-
tálnímu ověření momentu setrvačnosti okolo osy Z, který byl získán z virtuálního
modelu v SolidWorksu.
V šesté kapitole se již dostáváme k návrhu systémů jízdní stability, konkrétně
ABS/ASR. Je zde probrán návrh systému založený na PID regulátoru. Vstupem
do regulátoru je odchylka skluzu od požadovaného skluzu, výstupem je hodnota
požadovaného proudu pro regulátor proudu. Proud procházející motorem je přes
konstantu cΦ lineárně svázaný s momentem. Jsou zde uvedeny parametry PID re-
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gulátoru pro různé časové kroky výpočtu. Tato kapitola dále obsahuje grafy, které
dokazují funkčnost navrženého řízení.
Na konci této práce jsou zařazeny přílohy. V nich jsou uvedeny rovnice upra-
vených modelů podle profesora Vlka a doporučení pro práci s nástrojem Simulink
Parameters Estimation.
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Seznam symbolů a zkratek
ABS Anti-block-systems (Protiblokovací systém)
ASR Anti-slip-regulation (Protikluzový systém)
ESP Elektronik stabilization programm (Elektronický stabilizační
program)
DYC Dynamic yaw control (odpovídá ESP)
2WS Two wheel steering (Vozidlo s natáčecí přední nápravou)
4WS Four wheel steering (Vozidlo s natáčecí přední i zadní nápra-
vou)
VDC Vehicle dynamics Control
HIL Hardwarw In the Loop (Testování reálné elektroniky, mecha-
nická soustava je simulovaná na PC)
l.s.s. lokální souřadný systém souřadnic
g.s.s. globální souřadný systém souřadnic
Iϑ moment setrvačnosti okolo osy y
τϑ moment hnaného kola
R poloměr pneumatiky
Iω moment setrvačnosti okolo osy z
λ Podélný skluz pneumatiky
α Příčný skluz pneumatiky
σ? Kombinovaný skluz pneumatiky
µ Koeficient tření pneumatiky - podélný
ℵ Koeficient tření pneumatiky - příčný
l Rozvor náprav
w, t Rozchod kol
α Směrová odchylka rychlosti v těžišti
ψ Úhel stáčení vozidla
δF Natočení virtuálního kola přední nápravy
δR Natočení virtuálního kola zadní nápravy
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ϕ Úhel pootočení hnaného kola
 Malá konstanta proti dělení 0
vwxi Rychlost poloosy nápravy kola i
δi Natočení i-tého kola
u Lokální rychlost vozidla v ose x
v Lokální rychlost vozidla v ose y
RTLG Rotační transformační matice z l.s.s do g.s.s
Fx Podélná hnací síla působící ve styku kola s vozovkou
Fy Příčná síla působící ve styku kola s vozovkou
Hp,z Podélná hnací síla působící ve styku kola s vozovkou -
přední/zadní náprava
Sp,z Příčná síla působící ve styku kola s vozovkou - přední/zadní
náprava
bk Viskózní tlumení rotace kola okolo osy y
Jk Moment setrvačnosti kola okolo osy y
Jz Moment setrvačnosti okolo osy z
ε Úhel stáčení vozidla okolo osy z
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A Matematický popis modelů
A.1 Lineární prostorový model 4WS vozidla
αp = −α− lpε˙
v
+ βp (A.1)
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Kap. A: Matematický popis modelů
y¨ = v(α˙ + ε˙) (A.12)
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A.2 Nelineární rovinný dvoustopý model 4WS vozidla
αp = −α− lpε˙
max(|v|, eps) + βp (A.13)
αz = −α + lz ε˙







































































max(|v|, |ϕ˙iR|, eps) (A.21)
µi = D sin (C arctan (Bλi − E (Bλi − arctan (Bλi)))) (A.22)
ξ1,3 = D sin (C arctan (Bαp − E (Bαp − arctan (Bαp)))) (A.23)
ξ2,4 = D sin (C arctan (Bαz − E (Bαz − arctan (Bαz)))) (A.24)
Si = Ziξiηi (A.25)





mv (α˙ + ε˙) sin(α)− (S1 + S3) sin(βp)− (S2 + S4) sin(βz)
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α˙v = −ε˙+ 1
mv cos(α)
(
−mv˙ sin(α) + (S1 + S3) cos(βp)− (S2 + S4) cos(βz)

















sin(βz) + (H1 +H3)lp sin(βp)− (H2 +H4)lz sin(βz)
+(−H1 +H3)tp
2












(Mhz − bββ˙z) (A.31)
y = v(α˙ + ε˙) (A.32)
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A.3 Nelineární rovinný model 4WS vozidla
v˙ =
mv (α˙ + ε˙) sin(α)− Sp sin(βp) +Hp cos(βp)− Sz sin(βz) +Hz cos(βz)−Ov
m cos(α)
(A.33)




























Při práci s velmi užitečným a kvalitním nástroj Simulinku Parameters Estimati-
ons zjistíme, že úlohy nekonvergují vždy tak snadno, jak je ukázáno v ukázkových
příkladech. Důvodů je hned několik a pokusíme se je zde objasnit:
1. Více naměřených sad vstupních a výstupních dat Pro efektivní a rychle
získané výsledky je vhodné zvolit minimálně tři sady dat mě se velmi osvědčili
následující sady:
(a) Pomalá statická charakteristika např. (sinusovka, rampa) - umožňuje zjistit
pomalu měnící se vlivy, statické vlastnosti soustavy
(b) Odezva na skok - umožňuje nám zjistit dynamické vlastnosti soustavy (mo-
ment setrvačnosti, . . . )
(c) Odezva na náhodný signál - je nutné zvolit vhodnou frekvenci f = 1
4τ
změny
náhodného signálu, aby soustava stihla reagovat. τ je časová konstanta
mechanické soustavy. Tato sada dat výrazně snižuje riziko uváznutí odhadu
parametru v lokálním minimu, případně nekonvergence řešení.
2. Správné nastavení počátečních podmínek (parametrů) V záložce Vari-
ables je důležité zvolit co nejmenší rozsah hledaných parametrů, optimalizační
metody, které nástroj využívá s těmito rozsahy pracují a pokud je zvolen příliš
velký hrozí riziko uvíznutí řešení v lokálních extrémech. Velmi doporučují volit
rozsahy v mezích platnosti fyzikálních zákonu, např. odpor - R nemůže nabý-
vat záporných hodnot. Pokud to nástroji neřekneme bude hledat řešení i pro
záporné hodnoty odporu R, to je ovšem nesmyslné.
3. Nastavení optimalizace Pro většinu pokusů, které jsem s nástrojem vyko-
nával se mi osvědčilo:
(a) Používat stejný řešič a typ kroku jako při měření dat - někdy to pak dává
nesmyslné výsledky
(b) Pokud úloha nekonverguje vyzkoušet jiný algoritmus
• Gradientní algoritmus často uvízne v lokálním extrému, obzvlášť
pokud zvolíme větší počet parametrů a jejich velký rozsah.• Nelineární metoda nejmenších čtverců druhá nejpoužívanější me-
toda, která většinou vede k tíženému cíli.• Pattern search, Simplex search (vzorové hledání, případně jed-
noduché hledaní) mi při běžných úlohách blíže k výsledku nedovedli.
Mnohem důležitější byla volba vhodné cenové funkce. Ovšem pokud
už si nevíte rady, doporučuji vyzkoušet toto nastavení: (Algorithm -
Pattern search, Search method - genetic algorithm, iteraton - 10). Pro
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složitější úlohy je sice časově náročné, ale většinou vás dovede k úspěš-
nému cíli.
(c) Volba cenové funkce - velmi výrazně ovlivňuje rychlost a konvergenci vý-
počtu.
(d) Ostatní změny parametrů nemají více méně žádný vliv na konvergenci
odhadu parametrů.
4. Iterativní přístup Pokud vaše úloha selže, postupujte iterativně. Nechávejte
odhadovat vždy jen jeden nebo dva parametry a ostatní nechte konstantní.
To, že nejsou nastaveny správně vám nevadí. Postupně docílíte k výraznému
zmenšení rozsahu hledaného řešení a máte i vhodnější počáteční podmínky pro
finální odhad parametrů. Tímto způsobem vyřešíte úlohu rychleji a lépe než
složitým experimentováním s metodami a různými nastaveními. Velmi důležitý
je inženýrský odhad jakých hodnot může parametr nabývat (např. rotace desky
- znám moment motoru a změřím zrychlení, pokud tedy zanedbám tření a tlu-
mení můžu snadno dopočítat moment setrvačnosti desky. Tuto hodnotu pak
použiji jako počáteční odhad pro estimaci.)
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– Nelineární rovinný model 4WS Nielsen
∗ Lineární prostorový model 4WS
∗ Nelineární rovinný jednostopý model 4WS




• Estimace parametrů pneumatik
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